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Théorie des nombres/Number Theory

Sur les zéros des séries d’Eisenstein
de poids ¢*—1 pour G, (F,[T])

Gunther CORNELISSEN

Résumé — Si . est un zéro d’une série d'Eisenstein de poids ¥ — 1, k > 0 pour G, (F, [T
dans le demi-plan de Drinfeld. on démontre que son invariant j () est de degré ¢, ou est nul. On
peut par suite normaliser , de telle sorte que son degré soit 0. On obtient que .» est elliptique ou
transcendant sur F, (77), et tous les zéros o sont simples.

On the zeroes of Eisenstein series of weight ¢* — 1 for GL, (F, [T])

Abstract - If v is a zero of an Eisenstein series of weight ¢* — 1, I > 0 Sor GLy (F, [T]) in the
Drinfeld upper half plane, we show that its invariant j (ir) has degree G, or is zero. One can then
normalize v such that its degree is 0. We find that x is elliptic or transcendental over F,(T), and
all zeroes 1 are simple.

1. INTRODUCTION. — Soit | . | la valeur absolue sur K = F, (T, le corps des fonctions
rationnelles a coefficients dans le corps fini F, & ¢ éléments, déterminée par la] = e
pour a € A = F,[T]. Soient K., et C, le complété de K pour | .|, et le complété
d’une cloture algébrique de K.,. On note encore | .| I'unique extension de | .| a C. Soit
! = C—K le « demi-plan » de Drinfeld, qui est muni d'une structure d’espace analytique
rigide, cf [2). Le groupe I' = GL, (A) agit sur  par transformations homographiques.
On dit qu’un point e € §2 est elliptique si son stabilisateur ', dans I" est # Fy. Par
[5], V.4.5, les points elliptiques constituent une seule I'-orbite £. Pour 2 € 2, on pose
|z]la = ;1611:[; |z — al. On a alors aisément :

LEMME. — Chaque z € §Q est I'-équivalent a un pointde § = {z € Q - [2] = |z]la 2 L}

Démonstration. — Voir [10], th. 13, en utilisant les propriétés de |z|; dans [5], V.1.2. [

On pourrait définir le « bord » de § par 0F = {z € F : Ib#0 : |z]l4 = |2 — b| ou
|z] = 1}, puis voir que si deux points de § sont PG L, (A)-équivalents, ils se trouvent
sur J%.

De I’action de I' provient une théorie de formes modulaires, comme expliqué dans [3],
[5] et [7]. Notons : si une forme modulaire f a un zéro d’ordre n = ord,. f en un point
z € Q, f aun zéro d’ordre n en tous les points de la I'-orbite de x. La série d’Eisenstein

Ei(z)= > (az+b)
a. hed
(a. b)#(0, 0)

est une forme modulaire de poids & pour I'. Soit 3" = T + g (2) 7 + A (z)r2eC{r}
le A-module de Drinfeld de rang 2 sur C' associé au réseau A, = z A @ A, alors getA
sont des formes modulaires de la variable € ), de poids g — 1, resp. ¢> — 1. En outre, g
et A sont des générateurs pour I'algebre des formes modulaires pour [" [7]. En particulier,
si 'on note [i] = T — T, et on pose formellement £y, = —1. on a (voir (5], I1.2.11)

(]) [1] Eq—l =g et - [A/] E,kal = A(](IL‘N1 Eqk»lﬁl + Aqkﬁz Eqk-z,_l pour k> 1.
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L'invariant j donne un isomorphisme (analytique)
) g I\Q=C:ww g™ (2)/A (2)

de C' avec I'espace des orbites I'\Q2, qui est 'espace modulaire des A-modules de Drinfeld
de rang 2 sur C, et des A-réseaux de rang 2 dans C. Sa compactification se fait par
adjonction d’un seul point oc.

Cette théorie est analogue au cas de SL, (Z) agissant sur le demi-plan $) de Poincaré,
dont chaque point est SL, (Z)-équivalent a un point dans D = {z € § : [Re(2)] £1/2
et [z| 2 1}. Dans [9], Rankin et Swinnerton-Dyer ont démontré que les zéros x € D des
séries d’Eisenstein pour SL, (Z) satisfont |x| = 1. Dans le cas de G L, (F,[T]), notre
résultat principal (théoréme 2) implique pareille conséquence (théoréme 3).

2. L’INVARIANT j DES ZEROS ET LES INVARIANTS SUPERSINGULIERS.

THEOREME 1. — La série E« | s’annule aux points ¢ € £ si et seulement si k est impair,
et ces zéros sont simples. La suite de polyndmes k ~ ¢y, () € A [7] définie par les relations
de récurrence ¢o (j) = ¢1(j) = 1, et pour k > 1

k-1 k
. . : . . g+ (-1
3 () =5 s () = [k~ U e (§), ou d(k)= —(H—(l—)

est telle que x € Q\E est un zéro de E,. _, si et seulement si j () est un zéro de -

Démonstration. — Soit = € ) tel que g(x) = 0, on a alors j(z) = 0, d’aprés la
définition de j (remarquons que A, comme coefficient principal d’un module de Drinfeld,
ne s'annule pas dans Q). Mais d’aprés (2) on a j(x) = 0 pour un seul (modulo T).
L’invariant j (x) = 0 correspond au module de Drinfeld ¢ = T + 72, dont le groupe
d’automorphismes est Aut (¢7) = Fr..Onal, = Aut(A)={ceC : cA, = Ay }et
en outre Aut (A,) = Aut (¢47) ([4], (2.4)). Donc ', = Froetrx el

Si k est impair, toute forme f de poids ¢* —1 s’annule aux points e € &£; en effet soit v =
(CCL Z) € I'e un élément non-trivial (¢ # 0), alors f (¢) = f (v.¢) = (ce +d)¢" 1 I (e).
Si (ce + d)‘?k‘1 =1, on aurait e € F» ® K, ce qui (k impair) contredit e € Fe.®K
(I3}, V.4). Donc f (e) = 0. La simplicité du zéro est une généralisation immédiate de [51,
VIL3.3. Soit L) = H[v] On pose

i<k
o — Ly By A~ =0/ -1 si k est pair,
k= - :
Ly Ep_y g~ A6 =D/ - stk est impair.

La forme @y est de poids 0, donc appartient au corps des fonctions ' (7) de T\QQU {cc }.
En utilisant (1), on obtient que @, comme Jonction rationnelle en j, satisfait (3), donc
est le polyndme ¢y (j). Pour x € Q, A (z) # 0, et on a 9(z) =0 & z € £ Donc
ord, Epx_ = ord, & = ord; () ¢ pour tout = € §2 si k est pair, et pour tout z €  — &
si k est impair [on utilise (2) pour la deuxiéme égalité]. Il reste a démontrer que, pour
k pair et e € £ on a Ep_y (e) # 0. Mais ceci est équivalent a ¢y (0) # 0, ce qui est
clair par récurrence sur k. [J

Dans [6], (12.2), Gekeler a considéré le polynébme A, € Alg, A] défini par
Eg 1 = A (g, A), dont notre ¢ est une version deshomogénéisée. Le résultat (12.3) de
[6] se traduit comme suit : Soit P € A un élément premier de A de degré k. La réduction
de ¢y modulo P a comme zéros les invariants supersinguliers non-nuls des A-modules de
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Drinfeld en caractéristique P; autrement dit les ¢, sont des relevements des polynémes
de Deuring H, voir [4], (5). Comme le polyndme réduit de H modulo P n'a pas de zéros
multiples ([6], (11.7), (12.3)), on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 1. — Les zéros de Ey_y sont simples; en particulier le nombre de
I-orbites # € on E iy s'annule est égal a deg(¢y). O

THEOREME 2. — Si Epx_y () = 0 pour x € Q, ona a € € ou |j ()] = q4.

Démonstration. — Supposons E,«_; (1) = 0 mais x ¢ £. Soit

deg (H4)
- k) dog () —i
Pi () = Z e jiles ()=,
=0

On va démontrer par récurrence que |(t§k)| = ¢ pour tout k > 1. Le résultat est clair pour

k = 2, 3. Supposons que ce soit vrai pour k < [. On a

l . . -
qg—1 st [ est pair
4 (qz—l)deg(qﬁz)z{ ! , Lo
g —q st [est impair
et donc d(l) > deg(¢;—q). Donc par la formule (3)
o { cgl‘l) pour i< deg(¢;_s)
¢ = -2 .
- [l - 1] C((]eg (i‘)l_z)~(k-g(¢;,)+i pour Z deg (¢l“2)

Mais deg(¢i-2) — deg(¢1) = —¢'7%, d’ou le résultat. Le polygone de Newton de ¢
est donc une droite de coefficient angulaire ¢, et on conclut que tous les zéros ju de oy
satisfont |jo| = ¢% (voir ex. [8], 1V.3). Comme les points elliptiques ont un invariant nul,
le résultat découle du théoreme 1. O

COROLLARE 2. — Pour q impair, les zéros de Eoo_y dans Q sont transcendants sur
K, ou elliptiques.

Démonstration. — Si Eg_y (x) = 0, j () est algébrique d’aprés le théoreme 1. Si
n’est pas transcendant sur K, il est de degré 2 sur K ([11], th. 5.6). Donc A, est i
multiplication complexe. On peut supposer || > 1 par le lemme. Un calcul utilisant les
résultats de [1], (2.8.2) montre que [j ()] # ¢¢ pour ¢ impair et, d’aprés le théoréme 2,
z est elliptique. [

3. NORMALISATION DES ZEROS.

THEOREME 3. — Soit § commie dans le lemme. Si © € 3 est un zéro de Ep_y,onalz] =1.

Démonstration. ~ Soit Eyx_y (x) = 0 et x € §, donc |z = le|4 = 1. Si d’abord
r € &N, onaj(x)=0etlr]ly >q¢7! et donc |z = 1, par [1], (2.6.10). Sinon,
|7 (z)| = q* par le théoréme 2. Soit s (z) une uniformisante de MNQU{oo} au point oo
[normalisée par s (2) = t(2)?!, ot #(2) est comme dans [1], (2.5.7)}. Si [s ()] < g9,
et comme |x[.4 > ¢!, on aurait ([1], (2.6.11)) que |j(z)| = |s ()71 > q% une
contradiction. Soit n le plus petit entier > log,|z| = 0. On a

© 1S Js@) =g D e,

L’égalité dans (5) résulte de [1], (2.6.3). En prenant le Iogq de I'inégalité (5), et en utilisant
n—-1< logqlml, on trouve que ¢" ! < 1, donc n = 0, c’est-a-dire 2] =1. O
Ce théoréme nous permet de donner une autre démonstration du corollaire |
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Autre démonstration du corollaire 1. — Soit Eg 1 (z) = 0, et supposons |z| = |z|4 = 1
(cf. théoréme 3). On a

(6) [u+vx| = max { Ju|, [v] } si u,vekK.

En effet, on peut supposer que v = 1. Supposons que |u| = |z| = 1 mais u+z| < L.
Comme le corps résiduel de K. est F,, on peut trouver v’ € F, tel que |u — v’ | < 1,
done |z]4 = v/ + 2| € max { Ju — /|, Ju+ x| } < 1, une contradiction. La formule (6)
nous permet alors de reprendre la démonstration de 5], VIi.3.3. O

On peut se demander si le théoréme 2 reste valable pour les séries d’Eisenstein de poids

quelconque. Notons que le corollaire 1 peut étre en défaut: par exemple £, ,_1) = Bl .

L’auteur est aspirant du NFWOQO-FNRS belge.
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