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1. COMPLEXE GETALLEN

z=x+ iy = r(cosp+ising) = re'¥ € C

meti2=—-1len Re z:=z, Im 2z :=y
gl 2
Y
¥ :
0 x

r=|z| := \/:c2—|—y2, COSg0=£, Sing0=g
T T

Optellen: 21 + 25 := (z1 + z2) +i(y1 + y2)
Vermenigvuldigen:

2120 = (x122 —y1y2) + i(x1Yy2 + 22Y1)
riroet(P1F¢2)

Complex geconjugeerde: z .= x — iy

r? = |z|° = 2z

121 + 22| < |z1]| + |22],  |z122| = |21] |22



2. LIMIETEN
De rij van complexe getallen {an},cn iS begrensd
als

AM > 0:{Vn e N |an| < M}.

De rij van complexe getallen {an},,cn CcOnvergeert

naar a (nli_>mOO an, = a) als

lim |ap —al =0 ofwel
n—aoeo

Ve >0 :{aIN eN:{Vn > N :|an —a| < e}}.

De rij van complexe getallen {an}, N is een Cauchy-
rij als
Ve >0:{3dN e N: {Vm,n > N : |am — an| < €}}.

Stelling: Een rij {an},eN Van complexe getallen
is convergent in C dan en slechts dan als {an},eN
een Cauchy-rij is.

De rij van reéle getallen {an},cn IS monotoon als
VneN:layy1 >an Of VneNia,11 <ap.

Stelling: Iedere monotone, begrensde rij van
reéle getallen {an},cn IS convergent in R.



Stelling: Alsa = |im an enb = lim b, dan geldt
71— 00 7— 00

n—aoo n—aoo

O-symbool: f(an) = O(by) voor n — oo als

lim M = L < o0
n—00 |bn|

De Standaardlimieten van rijen:

1
(1) lim — =0alss>0

n—aoeo nS

(2) lim A" =0als |A\ <1

n—oo
€T n
(3) Ilim (1+—) — 7
n—oo n
N
(4) lim — =0 als s >0
n—oo ns

(5) lim ¥z=1als z >0

n—oo
(6) im Un=1

n— 00
k=1

(de constante van Euler)

N |
(7) lim (Z k—lnu) = v = 0.5772156649. ..



Limieten van functies f: R — C

Men schrijft ;@af(z) = w als

Ve >0:{30 >0:{Vz:|z—a|l <} :|f(z)—w| < e}

De functie f is continu in a als w = f(a).

fF@t) = lim f(y) = lim_ f(y),
y |l x Yy—T,Yy>x

flx™) = 1lim f(y) == lim_ f(y).
y T x Y—x,yYy<x

O-symbool: f(z) = O(g(x)) voor x — a als

De Standaardlimieten van functies:

Ssinx
1) Iim
( ).CCIlO xX

at — 1
2) Iim
()ZCIlO x

In(1 4+ x) _

T

=1

= Ina als a >0

3) Iim 1
( ) :CI—>O

4) li | =0
( )xligaj nx



De functie f : R — C heet stuksgewijs continu
(differentieerbaar) als voor ieder interval [p, q] C
R er eindig veel punten

p=rog< 1< xo2< < xp_1<Tpn=4yq
zZijn, zodat
e f continu (differentieerbaar) is op (z;_1,x;)
voor 3 =1,2,...,n;
o f(zd) flap), f(z7),i=1,2,...,n—1

(en f(zd), f(), f(&7),5 =1,2,...,n— 1)
pbestaan.

To=1p X1 ZIjj_l Zlfj q = Tp

Integraal:



3. REEKSEN

@) n
> ap = nILmooAn waarin Ap = ) ay
n=0 k=0
en
©.@) xo ©.@)
Z An = Z an + Z a_m
n=—00 n=0 m=1

O
Z an heet convergent als nli_)moo A, bestaat.
n=0

O
Stelling: Als Zoan convergeert dan nILmooan = 0.
n=—

0 o0
Y ap is absoluut convergent als »  |an| < oo.

Stelling: Iedere absoluut convergente reeks is
convergent.

Stelling: Zij o : N — N een bijectieve afbeelding

©.@)
(herrangschikking). Als ) apn absoluut conver-

n=0
gent is dan

0@

z_:o o Z p(n)-

n=0



©.@) xo
Stelling: Laat > apnen ) b, convergente reek-

n=0 n=0
@)
sen zijn en A € C. Dan convergeert Z (an + Abp)
n=0
en geldt
o0 ©. @) o0
n=0 n=0 n=0

De Standaardreeksen:

(1) Zn(n—l—l)
(2)§:x”: L als |z| < 1
n=0 — &
@y L=
n=0

(4) i %: oo (divergent)
2

1 7
2 5=

1 n—+1
(= ) =1In2

(6) Z



Kenmerken voor convergentie van reeksen:

1. Alternerende: Zij {an},cny €€n monotone

o0
rij. Als lim an =0 dan is de reeks > (=) "an

n=0
convergent.
©.@)

2. De reeks Z an, IS absoluut convergent als
n=0

Ap4-1
an

e Of Iim
mn—00

‘ < 1 (Quotiéntcriterium)

e Of Iim {/|lan| < 1 (Wortelcriterium)

n—aoeo

o0
e Of lan| < ctp mett, > 0en ) i, convergeert

n=0
(Majorantiecriterium)

e Oof an, = O(tp) vOOr n — oo met t, > 0 en
@)

Y tn convergeert (Limietcriterium)
n=0

3. Integraal: Als f : R — R een monotoon

dalende functie is waarvoor f(x) > 0 voor x > 0O
n o
en nILmOO . f(x)dx < oo, dan is de reeks f(n)
n=0
convergent.



Kenmerken voor divergentie van reeksen:

0
1. De reeks >  ay is divergent als
n=0

e Of Iim an #0

n—aoeo

Ap4-1
an

e Of Iim
n—00

‘ > 1 (Quotiéntcriterium)

e Of Iim {/|lan| > 1 (Wortelcriterium)

n—aoeo

@)
2. De reeks )  |an| is divergent als
n=0

oo
e Of |lan| > ctn met ¢ > 0,tp > 0 en ) ip
. n=0
divergeert

e Of ap, = O(tp) VOOr n — oo met t,, > 0,L # O

oo
en > t, divergeert.

n=0

3. Integraal: Als f : R — R een functie is waar-

n
voor f(x) > 0 voor x > 0 en lim . f(x)dx niet

@)
bestaat, dan is de reeks »  f(n) ook divergent.

n=0
10



4. FOURIERREEKSEN

Stelling: Zijj f : R — C een 2w-periodieke stuks-
gewijs continue functie en
~ 1 s i
F 1= —/ F()e~™dt, neZ
21 J—m
1. Als f stuksgewijs continu-differentieerbaar is
dan

N —o0

. al £ oo 1 + -
lim Z fne =§[f(33 )+ f(z7)]
n—=—N

2. Als f continu en stuksgewijs continu-diffe-
rentieerbaar is dan

N

im| 2 | =10
n=—N

3. Als f continu en stuksgewijs continu-diffe-

©.@)
rentieerbaaris en Y fne'™* convergeert (bijv.
nN=——0oxo
als f twee keer continu-differentieerbaar is), dan

> fae™ = f(x)

n——oo

11



Stelling: Zij f : R — C een 2w-periodieke con-
tinue en stuksgewijs continu-differentieerbare func-
tie. Dan

f(z) =ao+ ) ancos(nz) 4+ bysin(nz),

n=1

waarin

aozi/ﬂ £(1) dt

—T
en

o = © " 1) cos(ni) .
7w J—T

by = - ™ r@ysin(ar) t.

voorn=1,2,3,....

Als f . R—-Revenisdanb, =0voorn=1,2,...
en

f(z) =ap+ ) ancosnz

n=1

Als f : R — R oneven is dan ap, = 0 voor n =
1,2,... en

f(x) = i bn Sinnx

n=1

12



Stelling: Zij f : R — C een T-periodieke con-
tinue en stuksgewijs continu-differentieerbare func-
tie. Dan

N
— lim r _wwnx
f(fU) N oo _z: fne
n=—N
o0
= ag+ Z an COS(wnx) + by sin(wnx),
n=1
waarin
27
w = —
T
en

r 1 T —twnt
o= | fe ot

voor n € 7, of

1 T
am—fAfuwm

en
2 T
an = = /O £(t) cos(wnt) dt,

2 T _
by = = /O £(£) sin(wnt) dt,

voorn=1,2,3,....

13



Fourierreeksen en lineaire differentiaalver-
gelijkingen (LDV)
d"*v d"— 1y

T =1 T

d
_|_..._|_a1d_:;—|—aofu p— u(t),aj cR

Zijn v : R — R een T-periodieke continue en
stuksgewijs continu-differentieerbare functie met
N 1
uk=0<k—2) als k — +oo
en

27T
w = —"-.
T

Dan is een speciale oplossing van de LDV gegeven

door
o0

Uk jwkt

1) =

v(t) k_z Piwk) "
—=—00

waarin

PR)=2"4+a, 12" '+ -+ a1z + ao,
de karakteristieke veelterm van
d"v d"— 1y

g T -1

dv
—|—---—|—a1a—|—aov=0

14



5. ONEIGENLIJKE INTEGRALEN

Zij f : R — C een stuksgewijs continue functie.
De oneigenlijke integraal is

b L c . q
/f(w)dx .—pllina/p f(w)da:—l—qll?ﬁb/c f(x)dx

a

(mogelijk a = —oo en/of b = o).

Stelling:

[ s@yae| < [ 5@z

Stelling: Zij f : [a,b) — R een continue func-
tie. Als g : [a,b) — R een continue functie is
waarvoor

e g(z) >0,

o |f(z)| < Cg(x) voor alle x € [R,b) met een
R € [a,b)
(f(x) = O(g(x)) als x T b is voldoende),

b
o / g(x)dx convergeert,

a

b
dan is/ f(x)dx ook convergent.

a

15



Stelling:

1 dx { 11 als

0o x¥ | oo als

/OO dx 1 als
RERR— r—1
1 2V 00 als

De Standaardintegralen:

(1) /OO Sinx —

(2) /_o:O e dy = VT

oo dx
(3) /—c><>1—|—:1:2:7T

oo dx 7
(4) /—ool-|-:[34:\/—§

T

% i (2 _
(5) /_OOSIH(a:)dw— 5

O<r«l
v>1

v>1
O<rv<l1

16



6. GAMMA-FUNCTIE

> 1
(s) ::/O e Tz “dx

Stelling:
N(s+1) = sl(s), s>0
[(n+1) = n!, neN
Stelling:
1 1 s—1
M(s) = /O (In;) dx
— im n°n!
o n—>003(8—|—1) -(s+n)
—"}/S o0 ﬁ
— 1:[ s
Stelling:
F(s)r(1—s) = —"
SN s

Speciale waarden:
1
r)=r@=1r(;)=vr M@=

17



7. FOURIERTRANSFORMATIE
(FN(s) =) = |

xo st
f(t)e tdt
@)
Laat f: R — C een stuksgewijs continue functie
Zijn, waarvoor

©.@)
/ | f(t)|dt < oo (absoluut integreerbaar)
©.@)

1. f:R— Cis continu en lim f(s) = 0;

s—Ttoo

N N
2. g(s) = Z Ajfj(s) voor g(t) = Z Ajfj(t);
j=1 j=1
3. g(s) = if '(s) als g(t) = tf(t) absoluut in-
tegreerbaar is;

4. ;”\’(3) — 4sf(s) als f continu en stuksgewijs
continu-differentieerbaar is en . Ii@ f(t) = 0;
— =00

5. §(s) = f(s —¢) voor g(t) = ' f(1);

6. g(s) = € f(s) voor g(t) = f(t +¢);

7.4 = F (2

€]

) voor g(t) = f(ct) met ¢ # O;

C

8. §(s) = f(—s) voor g(t) = f(t).

18



Stelling:

1. Als f stuksgewijs continu-differentieerbaar
en absoluut integreerbaar is dan

. 1 LI 1S _ 1 + —
dm | [ R = e + 16

27

2. Als f continu, stuksgewijs continu-differen-
tieerbaar en absoluut integreerbaar is dan

lim [i /R f(s)emsds] = f(x)

R—oo |21 J—R
3. Als f continu, stuksgewijs continu-differen-

tieerbaar en absoluut integreerbaar is en

/O:O f(s)e"™3ds

bestaat (bv. als f tweemaal continu-differentieer-

baar en f, f', f'" absoluut integreerbaar zijn), dan
i - z'.:csd —
f(s)eds = f(z)

21 J—00
ofwel

(F@) =2rf(~2) en (F L)) = f(~s)

19



Stelling: Zij f : R — C een continue, stuks-
gewijs continu-differentieerbare en absoluut in-
tegreerbare functie. Dan

f(z) = % /o “la(s) cos(zs) + b(s) sin(zs)]ds.

waarin

b(s) = /_0:0 £(£) sin(st) dt.

a(s) = /0:0 £(#) cos(st) dt.

Als f: R — R even is dan b(s) =0 en

f(x) = %/OOO a(s) cos(xs)ds

Als f: R — R oneven is dan a(s) = 0 en

f(x) = %/OOO a(s)sin(xs)ds

20



Gelijkheid van Parseval:

Zij f . R — C een 2mw-periodieke stuksgewijs
continu-differentieerbare functie. Dan geldt

1 /7 5 o0 ~ 5
[ 1f@Pdt= > |ful
NnN=—=—0ox
waarin
~ 1 s .
fn=— / f(t)e "dt
21 J—7

Gelijkheid van Plancherel:

Zij f : R — C een stuksgewijs continue functie,
waarvoor

(/_o:o |f(t>‘dt) (/_0:0 |f(t)\2dt) < oo.

Dan geldt

o0 2., 1 oo o $5
| 1Pt = [ [F(s)lPds

waarin

f&) = [ rwetat

21



Fouriertransformatie en LDV

d*v d"— 1y
g T =1 g

d
_I_—l—alld—:—l—ao’v :’U,(t},a/] E R

Zij
P(z) =2"4a, 12" t+- - 4+aiz+ag

de karakteristieke veelterm van

d"™v ar—1y

dv
dt—n_l_an_ldt”_l —|—---—|—a1£—|—aov = 0.

Stell dat P(z) geen nulpunten op de imaginaire
as heeft en dat v : R — R een continue, stuks-
gewijs continu-differentieerbare en absoluut in-
tegreerbare functie is met

1

u(s) = 0O (—2) als s — +oo.
s

Dan is een speciale oplossing van de LDV gegeven
door

1 oo u(s) s
v(t) —Z/_w%et ds

22



8. DISCRETE FOURIERTRANSFORMATIE
N-1 |
U= Y y@* k=0,1,...,N -1,
j=0

271

waarin wze(N) wN: 1.

Y

j="Fy, §,y€cCY, (F),=a".

1
Stelling: FT = Fen F~1 = NF.

Discrete gelijkheid van Parseval:

N—-1 5 1 N—-1 5
7=0 7=0

FFT: Als N=1pq, p,ge N, p,q>1 dan

p—1

U= > g @"* k=0,1,...,N -1
B=0
met
q—1
gﬁ,k: Z Yap+73 @O‘pk,kzzo,l,...,q—l.
a=0

Omdat yg 44, = Yg,r, Moeten we slechts

O(N(p+q)) (niet O(N?))

keer vermenigvuldigen om DFT te berekenen.
23



