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Soli Deo Gloria

The fear of the Lord is the beginning of knowlegde;

but fools despise wisdom and instruction.9;:
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jml"TVnfo"p\R�[���_re�«¬W¾R~¢�R~T¾R�e�WXZ�TkR~p�§�R�U^��_�l�R6x Tkn�[Ç_re�_�WXW^R�[dl"W

W^nwU^nfp�¢�R�Z�W�� + |?T�[�_�Z\e���n�_�p;a*Z�p�p6o�RdW^nw�"R~S
e"R�_°[�|"�VQ�[�nfTVRd��R�e"R~T²_�p;��n�e"��R~l
W�nfx
À6nfp�pF_�W^�~jml"TVnfo"p\R�[�U��
£­Tk_�W^Q"R~T�e?Z\��R���R�e"R~T²_�p�Z\��_�WXZ\n�e�Z\U*��Z�¢�R�e�o}§�xz|"e"�~WXZ\n�e"UYnfx W^Q"R�xznfTV[C·

T(x) =
mix− ri

d

Z�x
x ≡ i (

[]nu�
d), 0 ≤ i < d

�Vhr� ç �

¿$Z�W^Q
ri ≡ imi (

[�n}�
d)
� ¿¤R¤a*Z�p�p�v�R�R~lÉW^Q
R�U^R¤xz|"e"�~WXZ\n�e"U®Z\e W^Q"R¤o�_r�Vv nfx�n�|?T

[dZ\e"��a�Q?Z�p\RY��R�e"R~T²_�p�Z\��Z\e?�dW^Q"R
3n+ 1

jml
TVnfo"p\R�[dZ\e�W^Q
R�e"R²þ3W;�VQ
_�l"W^R~T��yP*Q"R~TkR*Z\U;_�p\U^ni_
Tk_�W^Q"R~T�e?Z\��R]��n�ef�¨R��~W^|"TVRw�¬³Ä_���_�T^ZF_rU���h�� è�å �Y��¹®_�WXW^Q"R~a�U�� ç9G9G�ç ��xznfT���R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"UdnfxW^Q?Z\U*xznfTV[C·
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À6Q
_�l"W^R~T�h
ORIGIN 3

Conjecture 1.4 H?<JIK�.L (d,mi) = 1 <?;��C�.ABA i 

�%���M��< |m0 . . .md−1| < d
d 

�������.ABA�:�.NK�O�����.���>PQ�BABAR��ST���U
����.ABAWVX�DV���AY��"ZH6< |m0 . . .md−1| > d

d 

�����M�.A�[2;���
-�:ABA%�:�.N5�������.����:���CL\�6ST���1IK���U
1"�,Q�������9[285���C;�<Z�DV���AY���]���^��� 84;\

�X�.�.�.���^34�K�6
���"
`me°W^Q"RMe"R²þuWYU^R��~WXZ\n�ewa¾Rªa�Z�p�p�WV_�v�R�_Mp\nunfv®_�W�W^Q"RMnfT^Z���Z\ewnfx W^Q"R

3n + 1
jml"Tknfo"p\R�[C�

ôÄõ6_ `Ca�ú6b
ú�ù
`me�W^Q?Z\UdUVR��~WXZ\n�e `sa*Z�p�p�W^R~p�p�U^n�[�R~W^Q?Z\e?��_�o�n�|?WiW^Q"R°nfT^Z���Z\e nfx�W^Q"R

3n + 1
jml"Tknfo"p\R�[C�

_�U�a6R~p�pM_�U�a�Q
_�W�a¾Rwa*Z�p�pª�"nÁZ\e�W^Q"RCTVR�U^W�nfxªW^Q?Z\U�l�_�l�R~T��­P�Q?Z\U�UVR��~WXZ\n�e�Z\U�o�_�UVR��
n�ewW^Q
RMS"TkUXW�U^R��~WXZ\n�e¤nfx¾_�e©_�T^WXZ\�~p\RinfxdcfR²¼tTVR~§w³�_���_�T^ZF_rU]�¬³�_���_�T^ZF_rU���h�� è�å �m�tQ"R��?Z\�¤_reR²þ3��R~p�p\R�e}WÄ�Xnfod�"nu��|"[]R�e}WXZ\e?�ªW^Q"R6nfT^Z���Z\e]_re"��[�_�e}§Ml
TVnfl�R~T^WXZ\R�U�nfx"W^Q"R

3n+1
jmx�|
e"�~WXZ\n�e

_�e
�ÁZ�W�«�Ud��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U©�¬³Ä_���_�TVZF_�U��
h�� è�å �;_re"��W^Q"R�TVR�U^R�_�TV�kQ�W^Q
_�WiQ
_rU�otR�R�e��
n�e"R
�¬³Ä_���_�TVZF_�U�� ç9G9Gré �m�¾¯3n�[]RªnfW^Q
R~T�Z\e}W^R~TVR�UXWXZ\e?�C_�T^WXZ\�~p\R�Usn�eCW^Q"R 3n + 1

jml"Tknfo"p\R�[È��_rewo�R
x�n�|"e
�Cn�eCW^Q"RMQ"n�[]R~l�_���R�nfxQesR�e�¹°n�e?v3U��mQ}WXWXlÄ·gf9fr[�_�W^Q���UV�~Tk_re�W^n�e���R��
|hfr[]n�e?v3Uif��k�
P*Q"R®nfTVZ���Z\e nfx�W^Q"R

3n + 1
jml
TVnfo"p\R�[0Z\U�e"nfW�TVR�_�p�p�§ v3e"n�a�e�� P�Q"R~TVR~xznfTVR®W^Q
R~TVR�_�TVR

[�_re�§¤e
_r[�R�UªTVR~pF_�W^R���W^n�W^Q
Ril"TVnfo"p\R�[®�dP*Q"Ril
TVnfo"p\R�[qZ\UMWXTk_r�?Z�WXZ\n�e
_�p�p�§¥Z\UM�~TVR��?Z�W^R��
W^n�³ÄnfW^Q
_�T�À6nfp�pF_�W^����P*Q"n�|?��Q¤a6RiQ
_~¢�R]e"n°_��~W^|�_�p8l"TVn�¢�RdW^Q
_�W�Q"R�a6_rUªW^Q"R�n�e"R�a�Q"n
UXW^|"�?Z\R��$W^Q"R°l"TVnfo
p\R�[ÂS"TkUXW��8a6RC�"n©v3e"n�a±W^Q
_�W]Q"R®UXW^|"�?Z\R���_©UXZ\[dZ�pF_�T]l
TVnfo"p\R�[ÃZ\e
h���c ç ��{y|?W�Q"Rie"R~¢�R~T�l
|?o"p�Z\UVQ"R��Á_re}§�nfx¾Q?Z\U�TVR�U^|?p�W^U���n�e"��R~TVe?Z\e?�wW^Q?Z\U�l
TVnfo"p\R�[C�]Æ�R�?Z\��Q"n�a¾R~¢�R~T��~Z�TV��|?pF_�W^R��ÁW^Q"R�[ _�WªW^Q"Rd`�e�W^R~TVe�_�WXZ\n�e�_�p*À6n�e?��TkR�U^Uªnfx;¹®_�W^Q"R�[�_�WXZ\��U�Z\e
h�� å9G Z\e�À*_�[�o"TVZ\�?��Rf�t¹®_�UVUV_r�VQu|"U^R~WXW^U��
`me®h�� å�ç W^Q"R 3n+1

jml"TVnfo
p\R�[ a6_rU�¸X�?Z\U^��n�¢�R~TkR��"º�o}§�{���P�Q�a;_�Z�W^R�U��¾¯uZ\e"��R�W^Q
_re]Z�Wya6_rU
��Z�¢�R�eC[�_re}§]e
_r[]R�U¾p�Z�v�Rf·�¸^Æ�_rU^U^Rf«�U*_�p���nfT^Z�W^Q"[�º3�8¸V¯u§uTk_r��|"U^R�l"TVnfo"p\R�[�º3��¸�eª_�v3|?WV_re?Z%«�U
l"TVnfo"p\R�[�º3�M¸�j;pF_r[C«�Udl"TVnfo"p\R�[�º3�¾_re"��W^Q"R�eu|"[�otR~TkU�Z\eJ_wU^R � |"R�e"��R°nfx�W^Q"R

3n + 1
j

x�|"e
�~WXZ\n�e�_�TVR�UVn�[]R~WXZ\[]R�U�TVR~xzR~T^TVR��°W^n]_rUd¸XQ�_�Z�p\U^W^n�e"R�e}|"[�o�R~TVU^º3�
µ
¢�R�e�W^Q"n�|?��Q¥W^Q"R�l"TVnfo"p\R�[¦Q�_�UVe�«¬W�o�R�R�e¥U^nfp�¢�R��$_�p\nfWinfx;a6nfT^vÁQ�_�U�o�R�R�e��"n�e"R�Z\e
_�pF_�TV��Rweu|"[�o�R~T]nfxsS
R~p\�"U�W^n���R~W�_���TVZ�l�n�e$W^Q?Z\U�R~p\R~��_re}W�o
|?W]UXp�Z�l
ltR~TV§Jl"TVnfo"p\R�[®�
¹°nfTVR�W^Q"R�e¤_iQu|"e"�?TVR��¤_�T^WXZ\�~p\R�UªQ
_�¢�R�otR�R�ewl
|?o
p�Z\U^Q"R���_�o�n�|?W�W^Q
RMl"Tknfo"p\R�[q_re"�®Z�W�«�U
��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U��;P*Q"R~TkR�Q
_rUyotR�R�e°_ª��n�e"x�R~TVR�e
��Rs_�o�n�|?W¾W^Q"R

3n+ 1
jml"TVnfo"p\R�[ýZ\e¤h������

Z\ewµ
Z\�kQ"UXW�¶_�WXW���ÅsR~TV[�_re}§��
`me¤W^Q"R]e"R²þuW��VQ
_�l"W^R~T�a6Ria*Z�p�p¾WV_�v�R�_��~p\n�U^R~T�p\n}nfv�_�W�W^Q"R

3n + 1
jmxz|"e"�~WXZ\n�e�_re"��WXT^§

W^nMS
e
��e�_�W^|"Tk_�p���R�e
R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U�� + e"��R�a¾RYxzn�|"e"��W^Q"R�U^RY��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U�a*Z�p�pÄ�"R~S�e"R
_�T^Z\e?�¤UXWXTV|
�~W^|?TVR]n�e¥W^Q"R�UVR]xz|"e"�~WXZ\n�e��8a¾R�a*Z�p�p*U^R�R�W^Q
_�W�UV|"�VQ¥T^Z\e?��Ui_�p�a;_~§uU�Q
_~¢�R°_
T^Z\e?�Ánfxªl�nfp�§3e"n�[dZF_�p\UC_rU�U^|?o"T^Z\e"�?� ¿©Rwa*Z�p�pªUXl�R�e"��_¤U^R��~WXZ\n�e n�e�UXW^|"�?§uZ\e?��_©xzR~a
l"TVnfl�R~T^WXZ\R�UMnfx¾W^Q"R�Z\�"R�_�p\U�nfxyW^Q
R�U^RiT^Z\e?��U��i¿©Rda*Z�p�p¾_�p\U^nC�
R~S
e"RiW^Q"R���R�e
R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U
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4 INTRODUCTION
À;Q
_�l"W^R~T�h

nfx�l�nfp�§ue
n�[dZF_�p�[�_�l�U��3W^Q
_�W;Z\U;o�_rU^R��Cn�e®À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U�Z\e
UXW^R�_r�®nfx�l�nfp�§3e"n�[dZF_�p\U��
¿©R�a�Z�p�p�U^R�R�W^Q
_�WYW^Q
R�U^Ri[�_�l
U�Z\e"�"|"��RiQ
n�[]n�[]nfTVl
Q?Z\U^[�U��Ä_�e
��UVn�[]R~WXZ\[]R�UªR~¢�R�e�R�e3j
�"n�[]nfT^l�Q?Z\U^[]U���`me�W^Q"R�x�n�|"T^W^Qw�kQ
_�l"W^R~Tªa6R�a�Z�p�p�R²þul"p\nfZ�WªW^Q"Z\U�x%_r�~WsW^n]��R�e"R~T²_�p�Z\��R�W^Q"R
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jml"Tknfo"p\R�[C�©¿¤R�a*Z�p�p*o�R�_�o"p\R�W^nwx�nfTk[�|"pF_�W^R�W^Q
R�U^R�l"TVnfo"p\R�[�U�a�Z�W^Q���n�e"��R~l"W^U
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e"�°W^Q"Z\U���R�e"R~T²_�p�Z\��_�WXZ\n�e©o�|?W*a6R��"nde"nfW�TVR�UXWXT^Z\�~WYn�|?TVU^R~p�¢�R�U�W^ndW^Q"R�UVRªT^Z\e?��U��
{8|"W¾_rU¾l"TVn�[dZ\UVR��]Z\e�W^Q"R�e"R²þuW;�kQ
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3n+ 1

jmx�|"e
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R
�
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Chapter 2
k ímlnl�L ìporq°K�ð ë N�ìsñ�íòëts

`me�W^Q?Z\U��VQ
_�l"W^R~T�a6Rya*Z�p�p?WV_�v�R*_*�~p\n�U^R~T�p\nunfv�_�W W^Q"R
3n+1

jml"TVnfo
p\R�[C��_re"��Z\e�l�_�T^WXZ\��|?pF_�T
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R

3n+ 1
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R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U�nfx W^Q"R
3n + 1

jml"TVnfo"p\R�[®�

_�õXô uhvy÷xw�ùzyMô/{.|�ùn}�û¨úVüÄù ~�}:�Vü��?÷5a��Vü
üJ�
P�n°xznfTV[�|?pF_�W^R�W^Q"R

3n + 1
jml"Tknfo"p\R�[óZ\e�Z�W�«�U�[]n�UXW���R�e
R~Tk_�p¾��_rU^R]a¾R�[�|
UXWMnfx;��n�|?TVU^R

S"TVUXW6UXW^|"�?§]W^Q"R
3n+ 1

jml"TVnfo"p\R�[ýZ�W^UVR~p�xÿ�¾P*Q"RY|"U^|
_�p�a;_~§�nfx�R²þul"pF_�Z\e?Z\e"�]W^Q"RYo�R�Q
_~¢uZ\nfT
nfx�W^Q"R

3n + 1
jmxz|"e"�~WXZ\n�e¤Z\U���Z�x8W^Q"R�eu|"[�otR~TYZ\Uªnu�"��W^Q"R�e¤[�|?p�WXZ�l"p�§©o}§

3
_re"�¤_r�"�

1
�

Z�x8W^Q"R�eu|"[�otR~TªZ\UªR~¢�R�e�W^Q"R�e��?Z�¢uZ\�"Riou§
2
��_re"�¤nfxy��n�|"TVU^R�Z�W^R~Tk_�W^Rf�i{y|?WsW^Q"R�e�_���_�Z\e

a¾Ri_�p�p
vue"n�abW^Q
_�W�_re�nu�"�©eu|"[�otR~TsZ\Uª_�p�a6_�§uU�[�_�l"l�R��®W^n°_re©R~¢�R�e�eu|"[�otR~T���U^n�a6R
��n�|?p\�wR²þ3W^R�e"�wW^Q"R�[�_�l®W^niW^Q"RªxznfTV[ýZ\e®a�Q?Z\�VQ�Z�W*Z\U�|"U^|
_�p�p�§Cl
TVR�U^R�e}W^R���·

f(n) =






3n + 1

2
n ≡ 1 (

[]nu�
2)

n

2
n ≡ 0 (

[]nu�
2)

� ç �Fh��

`%x
a6R;WV_�v�Rs_��~p\n�UVR~Typ\nunfvd_�W8W^Q"R;xz|"e"�~WXZ\n�eda6R�UVR�R6W^Q
_�W��}p�Z�v�R�W^Q"R*_�p���nfT^Z�W^Q"[ �"R�U^�~TVZ�otR�U��
W^Q"R~TVRy_�TVRyW�a6nsUXWV_���R�U��-��Z�TVUXW�a6RyWV_�v�R;_;R~p\R�[�R�e�W�nfx $ _�e
���"R~W^R~Tk[dZ\e"RyW^Q"R¾R � |?Z�¢�_�p\R�e"��R�~pF_�UVUi[]nu�"|?p\n

(2)
��WV_�v�R�W^Q"R�xz|"e"�~WXZ\n�e�W^Q
_�W�o�R~p\n�e?��U�W^nwW^Q
_�W�R � |?Z�¢�_�p\R�e"��Rw�~pF_rU^U�W^n[�_�lwW^Q
R�R~p\R�[�R�e�WªW^n�W^Q"R�Z\�"R�_�p

(2)
�s£�x W^R~TsW^Q
_�Wsa6R�_�l"l
p�§©_][�_�l�n�e©W^Q
RMZ\�"R�_�p

(2)W^n�UVR�e"�©W^Q"R�Z\[�_���R�nfxyn�|?TªR~p\R�[�R�e�W�o�_��VvwW^n�W^Q"R�T^Z\e"� $ ��¯?n]a6R���R~WsW^Q"R�x�nfp�p\n�a*Z\e?�
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6 COLLATZ-FUNCTIONS
À;Q
_�l"W^R~T ç

��n�[][�|?WV_�WXZ�¢�R��?ZF_���Tk_r[»a�Q"Z\�VQ�U^Q"n�a�U�|"U;a�Q
_�W�Z\U�_r�~W^|
_�p�p�§®��nfZ\e"��n�e��
$ f //

���
×q

��

$

$
×
$
/(2)

���
×s //

$
× f(2)

c // (2)

d

OO
� ç � ç �

`me�a�Q"Z\�VQ
f(2)

Z\UiW^Q"R®U^R~W
{n 7→ n,n 7→ 3n + 1}

�yZ\e nfW^Q"R~T]a6nfTV�"UiW^Q
R°x�|
e"�~WXZ\n�e"U
W^Q
_�W;_�TVRª_�l"l"p�Z\R��CZ\e�W^Q"RYS"TVUXW¾UXWV_���Rf�yP*Q"R�xz|"e"�~WXZ\n�e"U;Z\e�W^Q?Z\U;�"ZF_���T²_�[È_�TkRY�
R~S
e"R��°_rU
x�nfp�p\n�a�U�·

f
P*Q"R

3n + 1−
x�|
e"�~WXZ\n�e

Z\�
× q x 7→ (x, x

[�n}�
2)Z\�

× s (x, i) 7→ (x, fi)

c (x, fi) 7→ fi(x)

d y 7→ y
2

� ç � c��

¿©RMe"nfW^RªW^Q
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U�Z\�
× q

�"Z\�
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R�TkR � |?Z�TkR²j[]R�e}W^UYnfx�W^Q
R�U^W^R~l
U��tU^n]W^Q�_�WYa6R���_re©�"R~S
e
RMW^Q"R�[±Z\e©W^Q"R�[]nfTkR���R�e"R~Tk_�p���n�e}W^R²þuWMnfx
_�e}§�Z\�"R�_�pynfx¾_]l"T^Z\e
�~Z�l�_�p8Z\�"R�_�p8�"n�[�_�Z\e

R
��³�R~W�|"UsS
TVUXWYp\n}nfv�_�WªW^Q"R�S"TVUXWsxz|"e"�~WXZ\n�e

W^Q
_�W�a¾R;R�e
��n�|"e�W^R~T��ue
_r[�R~p�§�Z\�
×q

a6R*�"n�e�«¬W�Q
_�¢�R�_re�§i�kQ"nfZ\��R�Q"R~TkRf��o�R���_�|
U^R;W^Q"R~TVRf«�U
n�e?p�§¤n�e"RiZ\�"R�e}WXZ�W�§Á_re"�Án�e?p�§¤n�e"Ri��_re"n�e?Z\��_�p6[�_�l�x�TVn�[ $ W^n $

/(2)
�d¯?n�p\R~W�«�U�p\nunfv

_�WªW^Q
R�UVR���n�e"�¤xz|"e"�~WXZ\n�e¤Z\�
× s

�M£*��_�Z\e�a�Q"R�e©Z�W���n�[]R�UsW^n�W^Q?Z\Uªxz|"e"�~WXZ\n�e�a¾Ri�"n�eÄ«¬W
Q
_~¢�R�[�|"�VQ��VQ
nfZ\��Rf�yR²þ?��R~l"Wd_�W�W^Q?Z\U�l�nfZ\e�W�a6R���_re��VQ
n}n�U^R

f(2)
�
W^Q"R�e"R²þ3W�xz|"e"�~WXZ\n�e

TVR � |"Z�TVR�U�W^Q
_�W�xznfT8_re�§
fi fi(i) ∈ (2)

�8`%x�a¾R6xz|?T^W^Q
R~T�[]nfTVR¾TVR � |?Z�TVR6W^Q
_�W�W^Q"R6xz|"e"�~WXZ\n�e
UZ\e
f(2)

_�TVRYltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U�W^Q"R�e�W^Q
_�W;Z\U;U^|"¡]�~Z\R�e�W�W^n���n�[]l"p�§�a*Z�W^Q�W^Q"RsTVR � |?Z�TVR�[�R�e�W^U��P*Q"RspF_rUXW*xz|"e"�~WXZ\n�ewnfx�W^Q"RsS
TVUXW;UXWV_���Rf�
c
�?p\R�_~¢�R�Us|"U*_���_�Z\ewe"ni�kQ"nfZ\��Rf�6P*Q"Rª��_re"n�e?Z\��_�p

�VQ"nfZ\��R�Q"R~TVRYZ\U*W^Q
Rª��n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e�nfx
fi
a*Z�W^Q

x
� � nfW^RªW^Q
_�W*W^Q
Rsl"TVnfl�R~T^W�§�nfx

c
W^Q�_�W�Z�W

[�_�l
U¾W^n
(2)

��_~¢�R�p�Z\[dZ�WV_�WXZ\n�e"UYn�e°n�|?T;�VQ"nfZ\��R�nfxÄW^Q"RsU^R~W
f(2)

��¿ Q"R�e�a6Rsp\n}nfv°_�W6W^Q"R
l"TVnfl�R~T^WXZ\R�U*nfx

d
a6RªU^R�RYW^Q
_�W*S"TVU^W¾nfx
_�p�p�Z�W;Z\U*U^|?T%�XR��~WXZ�¢�Rf��_re"��Z\eCxz_r�~W;o"Z �XR��~WXZ�¢�Rf��{y|?W

x�|?TVW^Q"R~T;[]nfTVR�Z�xÄa6R�p\nunfv°_�W
(2)

_�e
� $ _rU $ j�[]nu�"|?p\R�U¾W^Q"R�e�a6RsU^R�RYW^Q
_�W
d
Z\U6Z\e�x%_��~W

_ $ j�[]nu�"|?p\R�Q"n�[�n�[]nfT^l�Q?Z\U^[q�%Z\e®xz_r�~W�_re®Z\U^n�[]nfT^l�Q?Z\U^[��k�
`me�W^Q"RYe"R²þuW;U^R��~WXZ\n�e�a6RYa*Z�p�p���R�e"R~Tk_�p�Z\��RsW^Q"Z\U;�?ZF_���Tk_r[ Z\e°nfTV�"R~T¾W^n���R~W6W^Q"RYe"nfWXZ\n�eCnfx
_�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�eÄ�¾¿�Q?Z\�VQÄ��_rU6a¾RªUVQ
_�p�p�l"TVn�¢�Rf�
x�nfTV[ _M��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e©nfx�nfTk�?Z\e
_�T^§
ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U��

j���j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä
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_�õ6_ ��ar÷J�9�¾üU�6��~�û����?÷tû��
`me�W^Q?Z\U6U^R��~WXZ\n�e°a6R�a*Z�p�pÄU^WV_�TVWyW^n�a¾nfTVvdW^n�a;_�TV�"U;W^Q"R���R�e"R~Tk_�p��"R~S
e"Z�WXZ\n�eCnfx�_�À6nfp�pF_�W^�~j
x�|"e
�~WXZ\n�ewn�¢�R~Ts_��"n�[�_�Z\e

R
��¿¤Rªa*Z�p�p WV_�v�RMW^Q"RªS"TkUXW*UXW^R~lCou§°�"R~S
e?Z\e?��_�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�

U^R~W�n�¢�R~Ti_reÁZ\�"R�_�p
I 6= (0)

�®`me�W^Q?Z\U�UVR��~WXZ\n�e
R
a*Z�p�p6o�R]_re¥_�T^o"Z�WXT²_�TV§��"n�[�_�Z\e���_re"�

I
_re"�

J
a*Z�p�p8�"R�e"nfW^RdZ\�"R�_�p\UMnfx

R
a�Q"Z\�VQÁ_�TVRie
nfW�R � |
_�p�W^n

(0)
��_re"�©xz|?T^W^Q
R~TV[]nfTVR

nZ\U�_rU^U^|"[�R��w_�T^o"Z�WXT²_�TV§Co
|?W*S"þ3R����6P*Q"RM|"U^RMnfx
W^Q"R��"R~S
e?Z�WXZ\n�e©nfx�_��%l"TkR²j��XÀ6nfp�pF_�W^�iU^R~W
a*Z�p�p�l"Tknfo�_�o"p�§Ce"nfW*o�RsZ\[][�R��?ZF_�W^R~p�§®�~p\R�_�T��*¯3nd`8_rUXv�§�n�|CW^ndotR�_�o
Z�W*l�_�WXZ\R�e�W���o
|?WY`
a*Z�p�p���Z�¢�RMW^Q"RM��n�[�[�|?WV_�WXZ�¢�R��?ZF_���Tk_r[Èa�Q?Z\�kQ®a6R�a*Z�p�p ��n�e"UXWXTV|
�~W��

Rn
fI,d //

���
×ϕ

��

fI

&&L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

L R

Rn × (R/I)n
���
×fI,I // Rn × R[x1, . . . , xn]

◦ // I

d

OO
� ç � é �

� nfWXZ\��R°W^Q"R���TVR�_�WiUXZ\[]Z�pF_�TVZ�WXZ\R�U]o�R~W�a6R�R�eJW^Q"Z\Ui�?ZF_���Tk_r[Ã_re"���?ZF_���Tk_r[ ç � ç �¥{y|?W�a6R
a*Z�p�p U^WV_�TVW;o}§C�"R~S�e?Z\e?��_���R�e"R~T²_�p
��_rU^R�nfx
W^Q"R��
nfWXW^R���_�T^TVn�a��

Definition 2.1 �����.�i���n;�ABAY�!

�z�:��
 f ;TST���������YL5�.�.A I ;�< R �����>[������?;�<R�:��

�D�^<��.;�[
Rn 
�; R[x1, . . . , xn] �����D��

�%�9
d��< p 7→ fp 

����� fp ��S��.A?���!
��.Lx����

�%�^�Z;����U
 p ���z�.���AY��[2���U
p;�< I * fp(p) ∈ I "� n�abU^WXT^Z\�~WXp�§¤UXl�R�_�vuZ\e?�®_dl"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�dU^R~WsZ\Uªe"nfW�_]U^R~W���o
|?Wª_][�_�lÄ� + ewW^Q
R�nfW^Q
R~T
Q
_re"�©Z�W��"nuR�UY�
R~S
e"Rd_�U^R~W��Äe
_r[]R~p�§¤`m[]�?�

f
�k�M£�e"��x�|?TVW^Q"R~T�[]nfTVR�Z�WM_�p\U^nC_rU^UXZ���e"U�W^n

_�e°R~p\R�[�R�e�W*nfx
Rn

_re°R~p\R�[]R�e}W*nfx�`m[]�?�
f
�k�¾¯3n�Z\e�x%_��~W6Z�W*�"nuR�U^e�«¬W;n�e?p�§��"R~S
e
R�W^Q
RYUVR~W

`m[d�?�
f
�¾o
|?W�_�p\U^n�_�UXWXTV|"�~W^|"TVR�n�e®`�[d�?�

f
�k�

� n�a'Z�WsZ\UYWXZ\[]R�xznfTª_re©R²þ"_�[]l"p\Rinfxy_dl"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�dU^R~W��tW^n�U^Q"n�a'W^Q
_�WYW^Q
R�U^R�nfo?�¨R��~W^U
_��~W^|�_�p�p�§¥R²þuZ\U^W���`%x¾a¾RdWV_�v�R

I = R
W^Q"R�e�a6RdU^R�RdW^Q
_�W�_�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W�Z\U�e
nfW^Q?Z\e?�

[]nfTVRsW^Q
_re�_�e�_�T^o"Z�WXTk_�T^§°[�_�l��mnfx�U^R~W^U²�¾x Tkn�[
Rn

W^n
R[x1, . . . , xn]

�
`me°x%_r�~W;Z�x a6RªWV_�v�R�_���nun}�Cp\n}nfv®_�W*W^Q"RªUVR~W�nfx�l
TVR²j�À6nfp�pF_�W^��UVR~W^U*n�¢�R~T

R
W^Q"R�eCa6Rªa*Z�p�p

U^R�RsW^Q
_�W;W^Q"R~§C_r�~W^|
_�p�p�§°x�nfTV[È_�T^Z\e"�?�6{y|?W6S"TVUXW6p\R~W�|
U6Z\e�WXTVnu�"|"��R�_�e
nfWV_�WXZ\n�ewxznfT;W^Q"R
U^R~W�nfx l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U�n�¢�R~Ts_re®Z\�"R�_�p

I
�

Definition 2.2 �/�zL5����;\
���

���]�:��
�;�<����.�i���d;�ABAY�9

���:��

��;TST��� I 8.V RnI "� n�aÉp\R~W�|"U*TVR�UXWV_�W^RMn�|?T��~pF_�Z\[±Z\e®W^R~TV[]U*nfx�_�p\R�[�[�_�_re"�Cl"Tkn�¢�R�Z�W��
Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ j æ j



8 COLLATZ-FUNCTIONS
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Lemma 2.3 ���7�.�.��L5��34���7���.;�[([2�K
��!
Y�6ST�'�����OIM��
Y���O��
����.�7;�� RnR   ��< f, g ∈ RnR

����� f + g : p 7→ fp + gp ����L f · g : p 7→ fp · gp "�,-���������i���n;�ABAY�!

���:��
 0 : p 7→ 0���'

�%�z��L5L\�6
Y�6ST�z�YL5���h
Y�6
BV�����L 1 : p 7→ 1 ����

����[2��A6
Y�¡��AB�Y�.�!
Y�6ST�7�YL5���U
Y�6
¢V�;�<^

���>�����OI
(RnR ,+, ·) "
Proof:

³ÄR~W�|"UªUXWV_�T^Wªa*Z�W^Q�l"TVn�¢uZ\e?�wW^Q
_�W
(RnR ,+)

Z\UM_re�_�o�R~p�ZF_re���TVn�|"lÄ�d³�R~W^UªS"TVU^W
l"TVn�¢�RY_rU^U^nu�~ZF_�WXZ�¢uZ�W�§���³ÄR~W

f, g, h ∈ RnR
W^Q"R�e

(f+g)+h : p 7→ (fp+gp)+hp
_re"�

f+

(g+h) : p 7→ fp+(gp+hp)
o
|"W
U^Z\e"��R

fp+(gp+hp), (fp+gp)+hp ∈ R[x1, . . . , xn]_�e
�°o�R���_�|
U^R
(R[x1, . . . , xn],+)

Z\U�_���TVn�|?lCa6R�U^R�RªW^Q�_�W
(f+ g) + h = f+ (g+ h)

�� n�a'a6R�a6_re}WªW^n]l"Tkn�¢�R�W^Q
_�W
0 : p 7→ 0

Z\U�W^Q
R�_r�"�?Z�WXZ�¢�RdZ\�"R�e�WXZ�Wÿ§�nfx
(RnR ,+)

�YP*Q?Z\U
Z\U°TVR~pF_�WXZ�¢�R~p�§ÉUXZ\[]l"p\R

f + 0 : p 7→ fp + 0
_re"�

0 + f : p 7→ 0 + fp
o
|?W°UXZ\e
��R

fp + 0, 0 + fp ∈ R[x1, . . . , xn]
_re"�®UXZ\e"��R

0
Z\U�W^Q"RsZ\�"R�e}WXZ�W�§wnfx

(R[x1, . . . , xn],+)
a¾R

Q
_~¢�R
f + 0 = f = 0 + f

� � n�a a6RMQ
_~¢�R�W^nil
TVn�¢�R�W^Q
_�W�a6RMQ
_�¢�R�_i_r�"�?Z�WXZ�¢�R�Z\e}¢�R~TVU^Rf�
`*�~pF_�Z\[óW^Q
_�W

−f : p 7→ −fp
Z\U�W^Q"R�_��
�?Z�WXZ�¢�R�Z\e�¢�R~TVUVR�nfx

f : p 7→ fp
�d¿¤R]UVR�RiW^Q
_�W

f − f : p 7→ fp − fp
_re"�Áe"n�a a¾R�|"U^RiW^Q�_�W

−fp
Z\U�W^Q"R�_r�"�?Z�WXZ�¢�R�Z\e}¢�R~TVU^R�nfx

fp
Z\e

(R[x1, . . . , xn],+)
��£�e
��S
e
_�p�p�§�a¾R;e"R�R��dW^n�l
TVn�¢�R;W^Q�_�W

f+g = g+f
W^Q?Z\U�Z\U�_re"nfW^Q"R~T

WXT^Z�¢}ZF_�p�Z�Wÿ§��
f+g : p 7→ fp+gp

_re"�
g+ f : p 7→ gp+ fp

o�|?W8UXZ\e"��R
(R[x1, . . . , xn],+)Z\U���n�[][�|?WV_�WXZ�¢�R�a¾R�Q
_~¢�R

fp + gp = gp + fp
�

� n�a»W^Q
_�W�a6R�l"TVn�¢�R���W^Q
_�W
(RnR ,+)

Z\Ui_reJ_�o�R~p�ZF_�e$��TVn�|?l�a6R°e"R�R���W^n�l"TVn�¢�R�W^Q�_�W
(RnR ,+, ·)

Z\U;_ªTVZ\e?�?�y³�R~W;|"U¾UXWV_�T^W6a*Z�W^QC_rU^U^nu�~ZF_�WXZ�¢}Z�Wÿ§��
(f · g) ·h : p 7→ (fpgp)hp

_�e
�
f ·(g ·h) : p 7→ fp(gphp)

� � n�a�UXZ\e"��R
(fpgp)hp, fp(gphp) ∈ R[x1, . . . , xn]

W^Q"R~§d_�TkR
R � |
_�p�o�R���_r|"U^R

R[x1, . . . , xn]
Z\Uª_dT^Z\e?�?� � R²þ3Wsa¾R�a*Z�p�p�l"Tkn�¢�R�W^Q
_�W

1 : p 7→ 1
Z\UYW^Q"R

[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ�¢�R]Z\�"R�e}WXZ�W�§��
f · 1 : p 7→ fp1

_re"�
1 · f : p 7→ 1 · fp

o
|?W
1fp = fp = fp1Z\e

R[x1, . . . , xn]
� � n�a a6R�a*Z�p�p�l"Tkn�¢�R�W^Q"R°�?Z\U^WXT^Z�o
|?WXZ�¢�RwpF_~a�U��

f · (g + h) : p 7→
fp(gp + hp)

o
|"W
fp(gp + hp) = fpgp + fphp

o
|?W
f · g + f · h : p 7→ fpgp + fphpU^nda6RMQ
_�¢�R

f · (g + h) = f · g + f · h
�

(f + g) · h : p 7→ (fp + gp)hp
o
|"W�a6RMQ
_~¢�R

(fp + gp)hp = fphp + gphp
o
|"W

f · h+ g · h : p 7→ fphp + gphp
U^n�a6R�Q
_~¢�RMW^Q
_�W

(f + g) · h = f · h + g · h
� � n�a _�p�pya6R]Q
_�¢�R�p\R~x�WMW^n®l"TVn�¢�R]Z\U�W^Q
_�W

f · g = g · f
�

f · g : p 7→ fpgp
o�|?W

fpgp = gpfp
o
|?W

g · f : p 7→ gpfp
U^nda¾R�UVR�R

f · g = g · f
�

�

� n�a�nfxt��n�|?TVU^R;a6R*a6n�e"�"R~Tya�Q
_�Wy_�o�n�|?W
RnI
E�¿¤R�UXWV_�T^W8W^Q"R*UXW^|"�"§�nfx�W^Q"R�U^R�U^R~W^U�a*Z�W^Q

_�¢�R~T^§CUXZ\[dl
p\Rªo
|?W*Z\[]l�nfT^WV_re�W*p\R�[�[�_}�

Lemma 2.4 H6< I ⊆ J 

����� RnI ⊆ RnJ "
Proof:

P�Q"Rdl"Tkn}nfx;Z\U�Tk_�W^Q"R~TiUXZ\[]l"p\Rf��³�R~W
f ∈ RnI

W^Q"R�e
∀p fp(p) ∈ I

o
|?W�UXZ\e"��R
I ∈ J

a6R�U^R�R
∀p fp(p) ∈ J

UVn
f ∈ RnJ

�
�

j è j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä
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P*Q"Rªe"R²þ3W���nfTVnfp�pF_�T^§®Z\U�_reCWXT^Z�¢uZF_�p�o�|?W*Z\[dl�nfT^WV_re}W*TVR�U^|"p�W�nfx W^Q"Rªl"TVR~¢uZ\n�|"U�p\R�[][�_��

Corollary 2.5 H6< f ∈ RnI 

����� f ∈ RnR "
Proof:

P*Q?Z\U*Z\UY_re°Z\[][�R��?ZF_�W^RM��n�e"U^R � |"R�e"��R�nfx p\R�[][�_ ç � é �
UXZ\e"��R I ⊆ R �
�

� n�aÉa¾R�_�TVRM_�o"p\RªW^n�UXWV_�W^RªW^Q"R�[�n�UXW*Z\[dl�nfT^WV_re}W*l"TVnfl�R~T^Wÿ§°nfx l
TVR²j�À6nfp�pF_�W^��UVR~W^U��

Corollary 2.6 ,Q���Q���.�i���n;�ABAY�!

�>�:��

�n��� n S��.���Y�\8�AY���p<?;���[��������OI4"�����PQ�BABA£L5����;\
���6
�8:V RnR "
Proof:

P*Q?Z\U Z\U�_re�Z\[][�R��?ZF_�W^R;��n�e"U^R � |"R�e"��R*nfx
p\R�[][�_ ç � cs_re"�i��nfTVnfp�pF_�T^§ ç � å �8¯uZ\e"��RZ�x
f ∈ RnI

_�e
�
g ∈ RnJ

W^Q"R�e
f, g ∈ RnR

_�e
�
RnR

Z\UY_�T^Z\e?�?�
�

¿©R�_�TkR�e"n�a'_�o"p\RªW^n�|"e"�"R~TVU^WV_�e
�CW^Q"Rªl
TVnfl�R~T^WXZ\R�U�nfx
RnI

xz|?p�p�§��

Lemma 2.7 �£��
 I 84�������YL5�.�.An;�< R 

����� RnI ���>�����YL5�.�.An;�< RnR "
Proof:

³�R~Ws|"U�S"TVUXW�l"TVn�¢�R�W^Q
_�W
RnI

Z\Us�~p\n�U^R��©|"e"�
R~Ts_r�"�?Z�WXZ\n�eÄ�ª¯3|"l"l�n�U^R
f, g ∈ RnIW^Q"R�e

f : p 7→ fp
_�e
�

g : p 7→ gp
�@�?|?TVW^Q"R~TV[]nfTkR

fp(p), gp(p) ∈ I
o�|?WMUXZ\e"��R

I
Z\U

�~p\n�U^R��i|"e"�"R~T�_r�"�?Z�WXZ\n�eia6R¾Q
_~¢�R
fp(p)+gp(p) ∈ I

� ¿¤R¾_�p\U^nsQ
_~¢�R
f+g : p 7→ fp+gpU^n

f+g ∈ RnI
� � n�a _�p�p"a¾R;Q�_~¢�R;W^nsl"TVn�¢�R;Z\U
W^Q
_�W

RnI
Z\U��~p\n�UVR��]|"e"�
R~T�[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e

o}§�R~p\R�[]R�e}W^UMnfx
RnR
��¯3|?l"l�n�U^R

f ∈ RnI
_re"�

r ∈ RnR
a¾RiQ�_~¢�RiW^Q
_�W

r · f : p 7→ rpfp
��?|?T^W^Q"R~Tk[]nfTVR

fp(p) ∈ I
_re"�

rp(p) ∈ R
_re"�°UXZ\e"��R

I
Z\U;�~p\n�U^R��w|"e"�"R~T;[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e

o}§°R~p\R�[]R�e}W^UYnfx
R
a6R�Q
_�¢�R

rp(p)fp(p) ∈ I
��P*Q"R~TkR~x�nfTVR

r · f ∈ RnI
�

�

`%WªZ\U�nfou¢}Z\n�|
U]�%WV_�v�R
f
W^n°o�R

p 7→ fp
_�e
�

∀p ′ 6= p p ′ 7→ 0
_re"��p\n}nfv�_�W�W^Q"R�Z\�"R�_�p

��R�e"R~Tk_�W^R��©o}§
f
�;nfx���n�|?TkU^R�W^Q
_�WYW^Q"R�Z\�
R�_�p\U

RnI
_�TVR�e"nfW�W^Q
R�n�e?p�§®Z\�"R�_�p\Uªnfx

RnR
�
o�|?W

W^Q"R�U^R®_�TVR°W^Q
R®[]n�U^WiZ\e�W^R~TVR�U^WXZ\e?��x�nfT]|
U���¯3n¤a6R°a*Z�p�psUXW^|"�"§¥W^Q
R�[ÂZ\e U^n�[]RC[�nfTVR
�"R~WV_�Z�p%�

Lemma 2.8 �£��
 I ����L J 84�p
�;p�YL5�.�.A��p;�< R 

�����2PZ�Q�%��ST�]

���-<?;�ABAY;TPQ���OI����.;i�Z����
Y�Y���  ¤ " I ⊆ J ⇔ RnI ⊆ RnJ¥ " RnI ∩ RnJ = RnI∩J¦ " RnI RnJ ⊆ RnIJ

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ jÿ��j



10 COLLATZ-FUNCTIONS
À6Q�_�l
W^R~T ç

Proof:
`�e�p\R�[][�_ ç � é a6RYl"TVn�¢�R��®_�p�TVR�_r�?§]W^Q
_�W I ⊆ J ⇒ RnI ⊆ RnJ

U^n�a6RYn�e"p�§�Q
_~¢�R
W^n�l"TVn�¢�RsW^Q
RªnfW^Q"R~T;Z\[dl"p�Z\��_�WXZ\n�e���¯3|"l"l�n�U^RYW^Q
_�W

∀f ∈ RnI
a¾RªQ
_�¢�R

f ∈ RnJ
nfx���n�|?TkU^R

a¾R�Q
_~¢�R
fp(p) ∈ I

o
|?WMo}§�_rU^U^|"[]l"WXZ\n�eÁa¾R�_�p\UVn®Q
_~¢�R
fp(p) ∈ J

o
|"WMUXZ\e"��R
fp(p)��_�e®o�RM_re�§C_�T^o"Z�WXTk_�T^§CR~p\R�[�R�e�WYnfx

I
a¾R�Q�_~¢�R

I ⊆ J
�

� n�a­p\R~W*|"U6l"TVn�¢�Rªl"TVnfl�R~T^Wÿ§ ç �¾¯3|"l"l�n�U^R f ∈ RnI _�e
� f ∈ RnJ W^Q"R�e ∀pfp(p) ∈ I
_re"�

∀p fp(p) ∈ J
U^n

∀p fp(p) ∈ I ∩ J
�®P*Q?Z\U���Z�¢�R�Ui|"U

RnI ∩ RnJ ⊆ RnI∩J
��P*Q"R]nfW^Q
R~T

Z\e"�~p\|"UXZ\n�e®x�nfp�p\n�a�U*x�TVn�[ l"TVnfl�R~T^Wÿ§�hr�?UXZ\e"��R
I∩ J ⊆ I

_re"�
I∩ J ⊆ J

U^n
RnI∩J ∈ R

n
I

_�e
�
RnI∩J ∈ R

n
J

_re"�CW^Q
R~TVR~x�nfTkR
RnI∩J ⊂ R

n
I ∩ RnJ

�
� n�a4_�p�p�a6RCe"R�R��JW^n�l"TVn�¢�RCZ\Udl"TVnfl�R~T^Wÿ§Jcu� ¯3|?l"l�n�U^R

f ∈ RnI
_re"�

g ∈ RnJ
W^Q
R�e

∀p fp(p)gp(p) ∈ IJ
UXZ\e"��R

fp(p) ∈ I
_re"�

gp(p) ∈ J
�*¯3n

f · g ∈ RnIJ
�
e
n�a UXZ\e"��R

RnIJZ\UY_reCZ\�
R�_�p Z�W�Z\UY�~p\n�U^R��©|"e"�
R~TY_r�"�?Z�WXZ\n�e©U^n�_�p�p
U^|"[�U;nfx�l"TVnu�"|"�~W^U�nfx
R~p\R�[�R�e�WYZ\e
RnI_�e
�

RnJ
_�TVR�Z\e

RnIJ
�6¯3n�a¾RMQ
_~¢�R

RnI R
n
J ⊆ RnIJ

�
�

¿©R�e"nfWXZ\��RCW^Q
_�W�R � |
_�p�Z�W�§Je
R�R���e"nfWiQ"nfp\�J_�W�l
TVnfl�R~T^W�§�cu��otR���_r|"UVR�Z�x
f ∈ RnIJ

_�e
�
∀pfp

Z\U¾_ªZ�T^TVR��"|"�~Z�o
p\Rsltnfp�§3e"n�[]ZF_�ptW^Q"R�e
fp
��_re�«¬W¾o�R*a*TVZ�WXW^R�e�_rU6_sl"TVnu�"|"�~Wyp\R~W*_�p\n�e
R

f
_rU�_dl"Tkn}�"|
�~WsnfxyW�a6n°l"TVR²j�À;nfp�pF_�W^��U^R~W^U

g, h
U^|
�VQ¤W^Q
_�W

g ∈ RnI
_re"�

h ∈ RnJ
��¿¤R

a*Z�p�p�xznfTV[�|?pF_�W^R�_�WXT^Z�¢uZF_�p
o
|?W*Z\[]ltnfTVWV_�e}W*TVR�UV|?p�W�nfx
W^Q"Rªl"TkR~¢}Z\n�|"U�p\R�[][�_}�

Corollary 2.9 H6< f ∈ RnI ����L g ∈ RnJ 

����� fg ∈ RnIJ "
Proof:

P*Q?Z\U�Q�_�UY_�p�TVR�_r�?§°o�R�R�eCl"TVn�¢�R�e®Z\e®W^Q"Rªl"Tkn}nfx
nfx
p\R�[][�_ ç � è �
�

� R²þ3W¾a6R�a*Z�p�p���Z�¢�R�_��"R~S�e?Z�WXZ\n�e°W^Q
_�W¾a*Z�p�pÄ[�_�v�RYZ\e�R�_�U^Z\R~T;W^nMWV_�p�v�_�o�n�|?W¾l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�
U^R~W^U��

Definition 2.10 �£��
 f 84���>�%�.�i���n;�ABAY�!

�7�:��
�

�����§P-�'�.�.ABA fp 

�%�78����.�%��� ;�< f �!

p "
`%x�a6R�p\nunfv�[�nfTVR��~p\n�UVR~p�§�_�W¾W^Q"Rs�"R~S
e?Z�WXZ\n�eCnfx�W^Q
R�T^Z\e"��U^WXTV|"�~W^|?TVRYn�e

RnR
a¾RsU^R�R�W^Q
_�W

Z�WYZ\Uª�
R~S
e"R���o"Tk_re"�kQ©a*Z\U^Rf��P*Q
_�WYZ\U�_r�"�?Z�WXZ\n�e¤Z\Uª�"R~S�e"R��©o}§�_��
�?Z�WXZ\n�e�nfx�o
Tk_re"�VQ"R�U��
_�e
��[�|?p�WXZ�l
p�Z\��_�WXZ\n�e�Z\U��"R~S�e"R���o}§M[�|?p�WXZ�l
p�Z\��_�WXZ\n�e°nfx?o
Tk_re"�VQ"R�U�� � n�a�p\R~W�|"U�S?þ

p
_re"�

UXW^|"�?§wW^Q"RMl�n�U^U^Z�o"p\R��VQ"nfZ\��R�U�nfx�o"Tk_re"�kQ"R�U�_�otn�¢�R
p
��¿¤R�a�Z�p�p�UXWV_�W^R�W^Q
R�l�n�U^U^Z�o"Z�p�Z�WXZ\R�U

Z\eCW^Q"Rªxznfp�p\n�a�Z\e?�°p\R�[][�_��

jkh G j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä
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Lemma 2.11 �£��
 p ����L I 84�^3K0U�.Lx

�����X

�����-;����1�?8�AY�C�D��;��Y�.���]<?;����(8��.�����D�¨�!
 p;�<p�C���.�i���n;�ABAY�!

�(�.��
�;�ST��� I <6;��i[©�.�¨�YL4�.�:A^;�< R[x1, . . . , xn] P-�K�Y�D��PZ�(PQ�BABApL5����;\
��8:V Ip "
Proof:

³�R~W
f, g ∈ Ip

W^Q"R�e
f(p), g(p) ∈ I

_�e
�wUXZ\e
��R
I
Z\Us_re®Z\�"R�_�p
a6RMQ
_~¢�R

f(p) +

g(p) ∈ I
U^n
f + g ∈ Ip

��³�R~W
r ∈ R[x1, . . . , xn]

W^Q"R�e
r(p) ∈ R

_re"��UXZ\e"��R
I
Z\U�_re

Z\�"R�_�p�a6R�Q
_~¢�R
r(p)f(p) ∈ I

U^n
rf ∈ Ip

�
�

¿©R;UVR�R;U^n�[]R6UXZ\[]Z�pF_�TVZ�WXZ\R�Uyo�R~Wÿa¾R�R�e�_�¢�R��~W^nfTyS
R~p\�]_re"�]_�l"TkR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W���Z�x
Rn

l"pF_�§uU
W^Q"RsTVnfp\R�nfx �?Z½¼tR~TkR�e�WXZF_�o"p\R�[�_re?Z�xznfp\�w_re"�

Ip
l"pF_~§3U�W^Q
RsTVnfp\R�nfx�W^Q
RsWV_�e"��R�e�WYUXl�_r��RM_�W

p
� + x
��n�|?TVUVRM_�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W*Z\U�e"nfW�_�¢�R��~W^nfTsS
R~p\����_�W�p\R�_�U^WYe"nfW�Z\eCW^Q"R���_rU^R�U�a¾R
a*Z�p�p�o�RsZ\e}W^R~TVR�UXW^R���Z\e��
`me�W^Q"R�e
R²þuW6U^R��~WXZ\n�e�a6R�a*Z�p�p�p\nunfv�_�W¾l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^Uya*Z�W^Q°_ªo
Z�W¾[�nfTVR�UXWXTk|"�~W^|?TVR�nfT
R~¢�R�e®o�R~WXW^R~T�U^§u[�[]R~WXT^§��"a�Q?Z\�VQw��Z�¢�R�U�TVZ\U^RªW^niW^Q"R��"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^��UVR~W��

_�õ?w �¾üU�6��~�û����?÷tû��
`me�W^Q"Z\U�U^R��~WXZ\n�e¥a6Rda*Z�p�p;��n�e"U^WXTV|"�~WMl
TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U�UV|"�VQÁW^Q
_�WMW^Q"R~§¤S
W�_�p\n�e?��W^Q"R
�"nfWXW^R��°_�TVTVn�a�Z\e��"ZF_���T²_�[ ç � é �3U^|"�kQ�W^Q
_�W8Z�W¾xz_r�~W^nfTVUyp�Z�v�Rs��Z�¢�R�e�o}§iW^Q
R���n�[][�|?WV_�WXZ�¢�RWXT^ZF_re?��p\RªZ\e�W^Q"Rª�?ZF_���Tk_r[®��¿¤R�a�Z�p�p�UXWV_�T^W;S"TVU^Wyou§]��Z�¢uZ\e?�]W^Q
RY�
R~S
e?Z�WXZ\n�e®nfx
_�À;nfp�pF_�W^�
x�|"e
�~WXZ\n�eC_�e
��W^Q"R�e���n�e�WXZ\eu|"R�ou§]p\nunfvuZ\e?�ia�Q?Z\�kQCUXWXTV|"�~W^|"TVR�U6nfxÄl"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U;_�p\UVn
Q"nfp\�CxznfTsÀ6nfp�pF_�W^��U^R~W^U��

Definition 2.12 �©�d;�ABAY�9

�x�:��
 fI1,...,In,I ;TST���(�YL4�.�:A�� I1, . . . , In �����2[2���ª<«��;�[
n
×
i=1
R/Ii 
�; R[x1, . . . , xn] �������=

���!
 n

⋂

i=1

Ii = I �.�%L�

�����.�����/�����.�i���d;�ABAY�9

�M�:��
 fI
;TST��� I ������� 

���!
�PZ�]����ST�7

���]<?;�ABAY;TP-���OI¨�.;�[([2�K
��!
Y�6ST��L\�Y�:I!�.��[  

Rn

fI

''OOOOOOOOOOOO

ϕ

��

R[x1, . . . , xn]

n
×
i=1
R/Ii

fI1,...,In,I

99rrrrrrrrrr

� ç � å �

¯uZ\e"��R
ϕ
Z\UiW^Q"R�l"TVnu�"|"�~WdnfxYW^Q"R°��_re"n�e?Z\��_�ps[�_�l
U

ϕi : R → R/Ii
a6R°��_re$_�p�a6_~§3U

TVR���n�e"UXWXTV|
�~W
fI
x Tkn�[

fI1,...,In,I
_re"��¢}Z\��R¾¢�R~TVUV_}��`me�nfW^Q"R~T
a¾nfTk�"U a¾R¾��_re�U^R�R6_�À6nfp�pF_�W^�~j

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ jkh�hkj
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À6Q�_�l
W^R~T ç

U^R~W
fI1,...,In

_�U�_°l
TVR²j�À6nfp�pF_�W^�°U^R~W
fI
a*Z�W^Q¥W^Q"R�xznfp�p\n�a*Z\e?�Ál"TVnfl�R~T^Wÿ§�·iZ�x

∀i pi ≡ p ′
i

(
[�n}�

Ii)
W^Q"R�e

fIp = fIp ′

�¾¯?n
fI
Z\U�UX§3[][�R~WXT^Z\�ªa*Z�W^Q®TVR�UXl�R��~W*W^n

I1, . . . , In
�

Definition 2.13 �£��
 fI ����L fI1,...,In,I 84�7��������L5��34�K�6
Y�Y;�� ¥ " ¤.¥ *^

�%����P-�(�.�:ABA fI

���d���.�i���d;�ABAY�9

���:��
p�.���:;¬���Y�!
��.LX
�;@

���7�n;�ABAY�!

�z�:��
 fI1,...,In,I "� n�a nfx¾��n�|"TVU^RiZ�WªZ\UM¢�R~T^§©a¾R~p�pyltn�UVUXZ�o"p\RdW^Q�_�WMW�a6nC�?Z½¼�R~TVR�e�WiÀ6nfp�pF_�W^��UVR~W^U�Q
_~¢�R]W^Q"R
UV_r[]R�_rU^U^nu�~ZF_�W^R��wl
TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W��8P*Q"R~TkR~x�nfTVR�a¾Rª��Z�¢�R�W^Q"Rªxznfp�p\n�a�Z\e?�°�"R~S
e?Z�WXZ\n�e��

Definition 2.14 �����.�.ABAC
?PZ;��d;�ABAY�9

�M�:��

�@�.NK���6S��.AY���h
��B­®

�����B�������:;����Y�!
��.L¯���.�i��n;�ABAY�!

�z�:��

�C�.�.�C�.N5���.A6"
¿©RM��R�e"R~Tk_�p�Z\��R�W^Q"R�e"nfWXZ\n�e�nfx�_�o"Tk_re"�VQwW^n�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U��

Definition 2.15 �£��
 fI1,...,In,I 84�����n;�ABAY�!

�C�:��
d

�����¨P-���.�.ABA fi PQ�6

� i ∈ n
×
i=1
R/Ii



���'8��.�����D�°;�< fI1,...,In,I �!
 i "� nfWXZ\��R�W^Q
_�W]W^Q?Z\U��"R~S
e?Z�WXZ\n�e [�_�v�R�U�U^R�e
U^R°o�R���_r|"U^RCZ�x
∀j pj ≡ p ′

j (
[]nu�

Ij)
W^Q"R�e

fp = fp ′

_re"�®W^Q"R~TVR~xznfTVR
fi
Z\U�|"e"Z � |"R~p�§w�"R~S
e"R����

¿©R���Z�¢�R®_®�"R~S
e?Z�WXZ\n�e$nfx�_CUXl�R��~ZF_�p*��_rU^R�nfxYÀ6nfp�pF_�W^�CU^R~W^U��8_�p�W^Q
n�|?��QJa6R�a*Z�p�p;l"TVn�¢�R
pF_�W^R~Tsn�eCW^Q�_�W�W^Q?Z\U�Z\U�e"nfW�U^|
�VQw_�UXl�R��~ZF_�p
��_�UVRM_�W�_�p�p%�

Definition 2.16 �����.�.ABAQ�@�n;�ABAY�!

���:��
 fI1,...,In,I [2;��K�YL4�.�:A��?;TST��� I �p��< I1 = . . . =

In = I "
P*Q"R*a6nfTV��[]n�e?Z\�
R�_�pt��n�[]R�Uyx�TVn�[Ç[�n�e"n�Z\�"R�_�p%� � n�a�a6R*a*Z�p�p�UXWV_�W^RYR²þ?_r�~WXp�§]a�Q
_�Wya6R
[]R�_reCou§�¸Xe"nfW�U^|"�kQw_�UXl�R��~ZF_�p
��_�UVRM_�W�_�p�p\º3�

Lemma 2.17 ±pST���DV¯�n;�ABAY�!

���:��
£;TST��� I1, . . . , In �����.N5���6S��:AY���U
�
�;��^[2;��K�YL5�.�.AQ�n;�A«�
AY�9

�'�:��
d;�ST��� n

⋂

i=1

Ii "

jkh ç j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä
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Proof:
`%x�a6R�Q
_~¢�R

J ⊆ I
W^Q"R�e©x�TVn�[4R~p\R�[]R�e}WV_�T^§�_�p���R~o"Tk_�a6R�v3e"n�abW^Q
_�Wsa¾R�Q
_~¢�R

W^Q"Rªxznfp�p\n�a*Z\e?�°��n�[�[�|"WV_�WXZ�¢�R��?ZF_���Tk_r[®·
R

ϕI

""DD
DD

DD
DD

ϕJ

��

R/I

R/J

ψ

=={{{{{{{{

� ç �¡���

`me�a�Q?Z\�kQ
ϕI, ϕJ

_re"�
ψ
_�TVRC��_re"n�e?Z\��_�ps[�_�l
U����3Tkn�[¦W^Q?Z\Uda6RCU^R�RCW^Q
_�WiZ�xª_wl"TkR²j

À6nfp�pF_�W^��UVR~WMx%_��~W^nfTkU�n�¢�R~T
I1, . . . In

_�e
�
J1 ⊆ I1, . . . , Jn ⊆ In

�C¯?n°a�Q"R�eÁZ�W���n�[�R�U
W^n®UX§3[][�R~WXT^§©W^Q"R~TVR�_�TVR�e"nCl
TVnfo"p\R�[]U�� U^n®xz_�T��C{y|?WMa6Rdv3e"n�a W^Q�_�W

fp(p) ∈
n
⋂

i=1

IiU^n©Z�x�a6R°a;_re�W�n�|?T�À6nfp�pF_�W^��U^R~WiW^n¤o�RC_¤À6nfp�pF_�W^�wU^R~Wdn�¢�R~T
J1, . . . , Jn

a¾Rf«��$o�R~WXW^R~T
R�e"U^|?TVR�W^Q
_�W n

⋂

i=1

Ji =
n
⋂

i=1

Ii
�¤{y|?W�Z�x�W^Q"R�U^R�W�a6n¤��n�e"�?Z�WXZ\n�e"U]_�TVR�UV_�WXZ\UXS
R���W^Q
R�e¥n�|"T

nfT^Z���Z\e
_�p8À6nfp�pF_�W^��UVR~W�Z\U�_�À6nfp�pF_�W^��UVR~W�n�¢�R~T
J1, . . . , Jn

�6¯uZ\e"��R�a6RM��_re®WV_�v�R
fj = fi

Z�x
ψ(j) = i

� � n�a a¾R�W^Q"R�l"TVnunfx�Z\UsUXZ\[]l"p\RMWV_�v�R
Ji =

n
⋂

c=1

Ic
�tUXZ\e"��R

∀c
n
⋂

c=1

Ic ⊆ Ic
_�e
�

W^Q"R�Z\e�W^R~TkU^R��~WXZ\n�e�nfx
n
R � |?Z�¢f_�p\R�e}W�Z\�"R�_�p\U�Z\U�U^|
�VQ�_re¤Z\�"R�_�pya�Q?Z\�VQ�Z\U n

⋂

c=1

Ic
U^n�o�nfW^Q

��n�e"�?Z�WXZ\n�e"Uª_�TVR�UV_�WXZ\UXS�R����
�

� nfWXZ\��RyW^Q"R�|"e?Z � |"R�e"R�UVU�nfxuW^Q"R�[�n�e?Z\�"R�_�p�TVR~l
TVR�U^R�e}WV_�WXZ\n�eÄ�}_rU�Z\e�a6R8��_re�«¬WÄS�e"�
J1, . . . , JnU^|"�VQwW^Q
_�W

∀iJi ⊆
n
⋂

c=1

Ic
_re"� n

⋂

i=1

Ji =
n
⋂

i=1

Ii
�6¯3ndU^Z\e"��R�W^Q?Z\U�Z\UY|"e?Z � |"R�p\R~WY��Z�¢�R�_de"nrj

WV_�WXZ\n�e�xznfT*Z�W��

Definition 2.18 �£��
 fI1,...,In,I 84�'�2�n;�ABAY�!

���.��
�;�ST��� I1, . . . , In 

������P-��L5���%;\
���6
�² �>�.NK�9�6S��.AY���U
d[�;��K�YL5�.�.Ad�n;�ABAY�!

�z�:��
^8:V fI,I "Q�r8��.�����D�°;�<-��[�;��K�YL5�.�.Ad�n;�ABAY�!

�z�:��

fI,I ���CL5����;\
��.LX8:V   fi1,...,in,I ;��'8.V¨�\85�!�:�C;�<	��;\
��!
Y�Y;��¨�1��[z��AWV 8.V fi,I ;��C��ST��� fi "� nfWXZ\��RYW^Q
_�WyxznfT¾W^Q"R�l
TVR~¢}Z\n�|
Uyp\R�[�[�_sW^n�o�R;WXTV|"R�Z�W¾Z\UyR�U^UVR�e�WXZF_�p�W^Q
_�W

R
Z\U6_ª�"n�[�_�Z\e��� n�a�Z�Wy[�_~§de"nfWyotR*Z\[][]R��"ZF_�W^R~p�§��~p\R�_�T¾W^nMW^Q"R*TkR�_��
R~T��}o�|?W�W^Q"R��?Z½¼tR~TkR�e"��R�Z\e��"R~S
e"Z½j

WXZ\n�eCnfx
_�À6nfp�pF_�W^�MUVR~W¾a�Z�W^QCTVR�UXl�R��~W6W^n�W^Q"Rª�"R~S�e?Z�WXZ\n�e®nfx
_Ml
TVR²j�À6nfp�pF_�W^�MU^R~W6Z\U;T²_�W^Q
R~T
o"Z��?��`meinfW^Q"R~T�a6nfTV�"U���[�n�UXW
l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�*UVR~W^U��"nse"nfW
��Z�¢�R;T^Z\U^R¾W^nª_YÀ;nfp�pF_�W^��U^R~W���P*Q
_�W
Z\UMo�R���_r|"U^R�Z�x

J ⊆ I
W^Q"R�eÁZ�x�_�l"TkR²j�À6nfp�pF_�W^�°U^R~W

f
x%_r�~W^nfTVU�n�¢�R~T

I
Z�W�[]n�UXW���R~T^WV_�Z\e?p�§

xz_r�~W^nfTVU�n�¢�R~T
J
o
|"WYxznfT

f
W^n�otRi_°À6nfp�pF_�W^�]UVR~W�n�¢�R~T

J
a6R]_�p\U^n°e"R�R���W^Q
_�W

fp(p) ∈ Jo
|?Wsx�nfT�_re�_�T^o"Z�WXTk_�T^§¤À6nfp�pF_�W^�~j�U^R~W�n�¢�R~T
I
a¾R���_re�n�e?p�§¤_rU^U^|"[�RMW^Q�_�W

fp(p) ∈ I
��¯3n

Z\e�nfW^Q"R~TMa6nfTV�"U�Z�xy§�n�|¥Q
_~¢�R�_]p\nfW�nfx¾�kQ"nfZ\��R]xznfTªW^Q"RiW^Q
R�Z\[�_���Rdnfx
f
�%xznfT�Z\e"UXWV_re"��R

I = R
�YW^Q"R�e¤a6RiQ
_~¢�R�_�p\nfWMnfxyUX§3[][�R~WXT^§��%Z\eÁ��_rU^Rinfx

I = R
W^Q"R~TVR�Z\UªZ\e�xz_r�~WMn�e?p�§

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ jkh�c�j



14 COLLATZ-FUNCTIONS
À6Q�_�l
W^R~T ç

n�e"R�o"Tk_re"�kQ��k� + e©W^Q"RinfW^Q"R~TMQ
_�¢�Rip�Z�WXWXp\R�U^§u[�[]R~WXT^§wa¾RiQ
_�¢�R]_�p\U^n°p\R�U^U�nfl
WXZ\n�e"U�xznfT
n�|?T�Z\[�_���R

fp(p)
�

¿©R6a�Z�p�p
e"n�aJU^WV_�W^R*_�p\R�[][�_;a�Q"Z\�VQdR²þ3l"pF_�Z\e"U�W^Q
RyZ\[]l�nfT^WV_re"��R;nfx�_�[]n�e?Z\�"R�_�p�À;nfp�pF_�W^�
U^R~W��

Lemma 2.19 �³[2���°<��.;�[ (R/I)n 
�; R[x1, . . . , xn] fI,I ���>�/�d;�ABAY�9

�'�:��
Q�B­
∀i1, . . . , in fi1,...,in,I(i1, . . . , in) ∈ I PQ�6

� ij ∈ R/I "�H6�X;\

�����'PZ;��.L¬���6
Z���]����´2���Y���U

�;¯�D���.��µ fp(p) ∈ I ;��KAWV�<6;��/;����7�.���������:���h
��!
Y�6ST�x;�< p ∈ (R/I)n ;�<C�.�T�D���.���1�YL������AY�.����"
Proof:

P*Q?Z\U6Z\U�_��?Z�TVR��~W���n�e
U^R � |
R�e"��RMnfx�W^Q"Rso"Z\e"n�[]Z\|"[»nfx � R~a*W^n�e��
Z\e°a�Q?Z\�kQ®n�e"R
U^Q"n�|?p\��Z\e�W^R~TVl"TVR~W8W^Q
R;o"Z\e"n�[]ZF_�pt��nuR~¡]�~Z\R�e�W^U;_rU $ jÿ_r�~WXZ\n�e"U¾n�edW^Q
R�_r�"�?Z�WXZ�¢�RsUXWXTV|"�~W^|"TVR
nfx
R
� + e"R;U^R�R�U8W^Q
_�W8n�e"R;��R~W^U8W�a6n�Wÿ§}l�R�U8nfx�W^R~TV[�U
a�Q"R�e]n�e
R6p\n}nfv3U¾_�W

fi1,...,im,I(i1+

p1, . . . , in + pn)
a*Z�W^Q

pc ∈ I
��e
_r[�R~p�§wW^Q"n�UVR�a�Z�W^Q�_

pc
�%x�nfTM_re�_�T^o"Z�WXT²_�TV§

c
��_re"�

W^Q"n�U^R�a*Z�W^Q"n�|?W��w`mWMZ\U�nfo}¢uZ\n�|"U�W^Q
_�W�W^Q"RdW^R~Tk[]U�a�Z�W^Q�_
pc

Z\eÁZ�Wi_�TkR]R~p\R�[]R�e}W^U�nfx
I�mUXZ\e"��R

I
Z\UY�~p\n�UVR���|"e"�"R~TªU^��_�pF_�T�[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e�ou§

R
�k�C�?|?T^W^Q
R~TV[]nfTVR�Z�WsZ\Usnfo}¢uZ\n�|"U

W^Q
_�W�W^Q"R~Z�TªU^|
[»Z\UYZ\e
I
�mUXZ\e"��R

I
Z\Us�~p\n�U^R��©|"e"�"R~Tª_r�"�?Z�WXZ\n�e��k�M¯3n]W^Q"R�n�e"p�§CW^R~TV[]U�a6R

Q
_~¢�R�W^nCa6nfT^T^§�_�otn�|"W�_�TVRiW^Q"n�UVRda*Z�W^Q"n�|"W�_
pc
��o
|"W�W^Q"n�U^R]W^R~TV[]U�_�TkRdR²þ?_r�~WXp�§ÁW^Q"R

W^R~TV[]Uinfx
fi1,...,in,I(i1, . . . , in)

_re"��a6R�vue"n�a»W^Q
_�WdW^Q
R~Z�T�U^|"[�Z\U]Z\e
I
U^n©a6R°Q
_~¢�R

fi1,...,in,I(i1 + p1, . . . , in + pn) ∈ I
�

�

� n�a W^Q
_�W�a¾R�Q
_~¢�R��"R~S
e"R��wW^Q"RMe
nfWXZ\n�e�nfx8_dÀ;nfp�pF_�W^��U^R~W�p\R~W^UsU^R�Rªa�Q?Z\�kQ©UXWXTV|"�~W^|?TkR�U
W^Q
_�W�a6R�Q
_~¢�R°�"R~S
e
R��¥n�eÁl"TVR²j�À;nfp�pF_�W^�®U^R~W^U���_�e�_�p\U^n�o�R]�"R~S�e"R���n�e�À;nfp�pF_�W^�°UVR~W^U��
{8|"W*S"TVUXW*nfx�_�p�p�a6R�Z\e}WXTVnu�"|"��R�_re"nfW^Q
R~TYe"nfWV_�WXZ\n�e�·

Definition 2.20 ���CL5���%;\
��'

���]�.��
d;�<Z�.ABA£[2;��K�YL5�.�.Ap�n;�ABAY�!

�z�:��

����� n S��:���Y�!89AY���;TST��� I 8:V RI[x1, . . . , xn] "
� n�a a6R�UXWV_�W^R�W^Q"R�x�nfp�p\n�a*Z\e?��p\R�[][�_��

Lemma 2.21 RR[x1, . . . , xn] <6;���[@���C�����OI�����L RR[x1, . . . , xn] ∼= R[x1, . . . , xn] "
Proof:

P*Q"Ryl"TVnunfx
nfx�W^Q?Z\U
p\R�[][�_;Z\U
Tk_�W^Q"R~T�UXWXTk_�Z���Q}WXx�nfTVa6_�TV���;¯uZ\e"��R
∀p ∈ Rnp ≡ p ′

(
[�n}�

R)
a¾R�Q
_~¢�R�W^Q
_�W�Z�x

f ∈ RR[x1, . . . , xn]
W^Q
R�e

f
Q
_rU�n�e?p�§$n�e"Rwo"Tk_re"�kQ��

f0
��?|?T^W^Q"R~Tk[]nfTVRixznfT�_�p�p

gR[x1, . . . , xn]
a6R]Q
_~¢�R

∀p ∈ Rng(p) ∈ R
�°¯?n�a¾R�U^R�RdW^Q
_�W

f0
��_rewo�RM_re�§°l�nfp�§3e"n�[dZF_�p
Z\e

n
¢�_�T^ZF_�o"p\R�U��mn�¢�R~T

R
�k�p�?nfT�W^Q
RM_r�"�?Z�WXZ\n�e©a6RM��_re®|"UVR

o"Tk_re"�VQwa*Z\U^R�_��
�?Z�WXZ\n�e��ta¾RM��_�e��"niW^Q
R�UV_r[]Rsa*Z�W^Q�[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e��YP*Q"Rsl"TVnunfx
W^Q
_�W

jkh é j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä



À6Q
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W^Q?Z\UYx�nfTV[�U�_�TVZ\e?��U^WXTV|"�~W^|?TVR�xznfp�p\n�a�Usx�TVn�[ÈW^Q"RMx%_r�~W�W^Q�_�WYa6R�Q
_�¢�Rd_�T^Z\e?��UXWXTV|"�~W^|"TVR
n�e
RnR

_re"��W^Q
_�W�x�nfT�_re�§dÀ6nfp�pF_�W^��UVR~W a6R;��_re�TVR���n�e"UXWXTk|"�~W�W^Q"R;_rU^U^nu�~ZF_�W^R��]l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�
U^R~W�� � n�a�a6R*n�e?p�§iQ
_~¢�R�W^n�e"nfWXZ\��R�W^Q
_�W�W^Q"R*U^|
[/f�l"TVnu�"|"�~W�U^WXZ�p�p�x%_r�~W^nfTVU�n�¢�R~T

(R/R)n
�

£�e"nfW^Q"R~TYa;_~§wnfx
l"TVn�¢}Z\e"��W^Q"Z\U�p\R�[�[�_�Z\U�o}§®e
nfWXZ\�~Z\e?��W^Q
_�W
f
Q
_rU�n�e"p�§®n�e"R�o
Tk_re"�VQ��

�"R~S
e?Z\e?�®_r�"�"Z�WXZ\n�eÁ_re"�¤[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e�o"Tk_re"�kQ©a*Z\U^Rf��_re"�¤e
nfWXZ\�~Z\e?�CW^Q
_�W
f0
��_re¤o�R

_�e}§¤l�nfp�§ue
n�[dZF_�p6Z\e
R[x1, . . . , xn]

��P*Q"Z\U�_�p\U^nCl
TVn�¢�R�U�n�|?T�U^R���n�e"��U^WV_�W^R�[�R�e�W�UXZ\e"��R
RR[x1, . . . , xn]

Z\e"Q"R~TVZ�W^U�Z�W^U�T^Z\e?�]U^WXTV|"�~W^|?TVR�x TVn�[
R[x1, . . . , xn]

�
�

� n�a a¾RÁnfx���n�|"TVU^R¤a6n�e"�"R~T¤_�otn�|"WCW^Q"R�UXWXTk|"�~W^|?TVR�n�e­W^Q"R�U^R~W
RI[x1, . . . , xn]

xznfT
_�TVo"Z�WXTk_�T^§

I
�n�?nfT�W^Q"n�U^Rªa6R���_re®UXWV_�W^RMW^Q"Rªxznfp�p\n�a*Z\e?�°p\R�[�[�_}�

Lemma 2.22 RI[x1, . . . , xn] <?;���[(�@���)�\85��AB�Y����I!�.;¬���¶�D�9��L4�����TL4L\�6
Y�Y;��O�M����LX���<6����
Q�6
n<6;���[@��� RR[x1, . . . , xn] �Y[2;�LU��AY��"
Proof:

P*Q
R6l"TVnunfxtnfxtW^Q?Z\U8Z\Uy_���_�Z\e�UXWXTk_�Z���Q�WXxznfT^a;_�TV���"_re"��_���_�Z\e�a¾R��"R~S
e"R�_r�"�"Z�WXZ\n�e
o"Tk_re"�VQ�a*Z\UVRf�ª¯3n

(f + g)i = fi + gi
��P*Q"RMxz_r�~WYW^Q
_�W�W^Q"Z\Us��TVn�|?l�Z\Us_�o�R~p�ZF_re¤xznfp�p\n�a�U

x TVn�[ W^Q
R;xz_r�~W�W^Q
_�W
(R[x1, . . . , xn],+)

Z\U���¿¤R;U^R�R;W^Q
_�W
0 := ∀i0i ≡ 0

Z\U8W^Q"R*_r�"�?Z�WXZ�¢�R
Z\�"R�e�WXZ�Wÿ§wnfx W^Q?Z\U*��Tkn�|?lÄ�
UXZ\e
��R

(f+ 0)i = fi + 0i = fi + 0 = fi = 0+ fi = 0i + fi =

(0+f)i
�-�?|"T^W^Q"R~TV[�nfTVR8p\R~W

r ∈ RR[x1, . . . , xn]
_re"�

f ∈ RI[x1, . . . , xn]
W^Q
R�e�a¾R6�"R~S
e
R

W^Q"R
RR[x1, . . . , xn]

o
Tk_re"�VQ©a*Z\UVR�ou§
fi 7→ r0fi

��¯uZ\e"��R
r0(p) ∈ R

_�e
�
fi(p) ∈ I

a6R
Q
_~¢�R

r0(p)fi(p) = r0fi(p) ∈ I
� ¯3n©a6RCU^R�R°W^Q
_�W

rf ∈ RI[x1, . . . , xn]
� � n�aÈa¾R

Q
_~¢�R�W^n�UVQ"n�a W^Q
_�WsW^Q?Z\Uª_r�~WXZ\n�e¤nfx
RR[x1, . . . , xn]

TVR�UXl�R��~W^UYW^Q"RM��Tkn�|?l�U^WXTV|"�~W^|?TVR�nfx
RI[x1, . . . , xn]

�]`me¤nfW^Q"R~T�a¾nfTk�"Uªa6RdQ
_~¢�R]W^n�l"TVn�¢�R]W^Q
_�W
r(f + g) = rf + rg

�iP*Q"R
l"TVnunfx*nfx*W^Q?Z\U�Z\Ui_���_�Z\eJU^WXTk_�Z���Q�WXxznfT^a;_�Tk�

r(f + g)i = r0(fi + gi) = r0fi + r0gi =

rfi + rgi
��£�e"�¤nfx6��n�|?TVU^R�a6RiQ
_~¢�RiW^n°�kQ"R��^v©W^Q
_�W

(rs)f = r(sf)
�d¯3n�p\R~W^UM�"n�W^Q?Z\U�·

((rs)f)i = (rs0)fi = r0s0fi = r0(s0fi) = (r(sf))i
�ÄU^n

((rs)f)i = (r(sf))i
x�nfTM_�p�p

i_�e
��W^Q"R~TVR~xznfTVR
(rs)f = r(sf)

� � R²þ3W�a6R;Q
_~¢�R;W^nª�kQ"R��^viW^Q�_�W
(r+s)f = rf+sf

��£*��_�Z\e
W^Q?Z\UsZ\U��"n�e"R�o"T²_�e
�VQ¤a*Z\UVRf�

((r + s)f)i = (r + s)0fi = (r0 + s0)fi = r0fi + s0fi =

rfi + sfi
_���_�Z\e°W^Q?Z\U;Q"nfp\�"U*x�nfT*_�p�p

i
��£�e"��pF_�U^W;o
|?W;e"nfW6p\R�_rUXW;a¾RªQ�_~¢�RsW^n��VQ"R��Vv�W^Q�_�W

1f = f
�?nfx
��n�|?TVU^RYW^Q?Z\U*Z\U
�¨|
UXW6W^n}niR�_rUX§�·

(1f)i = 10fi = 1fi = fi
x�nfT�_�p�p

i
UVn
1f = f

�
�

P*Q"R�x%_r�~WsW^Q
_�W
RI[x1, . . . , xn]

xznfTV[]UY_
RR[x1, . . . , xn]

[�n}�
|?p\RMZ\Uª_]�?Z�TVR��~WsTVR�U^|?p�Wsnfx
W^Q"Rªxznfp�p\n�a*Z\e?�°[�nfTVRs��R�e"R~Tk_�p
UXWV_�W^R�[]R�e}W��

Lemma 2.23 �£��
 f ∈ RI[x1, . . . , xn] ����L g ∈ RJ[x1, . . . , xn] 

������P-�z�.�.��L5��34�%�
f ·g �.�%L f ·g ∈ RIJ[x1, . . . , xn] "-·J����

�%����[2;��.��AY��
 f ∈ RI[x1, . . . , xn] 

����� f L5��34�������[2;�LU��AY�i�Y��;�[�;�[2;����%�5����[�<��.;�[ RJ[x1, . . . , xn] 
�; RIJ[x1, . . . , xn] "
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Proof:
³�R~W�|"U
S"TkUXW �
R~S
e"R¾W^Q"R6[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e°nfx

f
_re"�

g
��_rU
��Z�¢�R�edou§MW^Q
Ryp\R�[�[�_��k�

¯3|?T^l"TVZ\UXZ\e?��p�§�a¾R�a*Z�p�pY�"n�W^Q?Z\Uio"T²_�e
�VQ�a*Z\U^R�W^Q"Z\UiWXZ\[]Rf�§��Z�TkUXW�a¾R�e"nfW^R�W^Q
_�WdUXZ\e
��R
fi(x) ∈ I

Z�x
x ≡ i (

[]nu�
I)
_re"�

gj(x) ∈ J
Z�x
x ≡ j (

[�n}�
J)
��U^nYa¾R;Q
_�¢�R

fi(x)gj(x)IJZ�x
x ≡ i (

[�n}�
I)
_re"�

x ≡ j (
[�n}�

J)
�*¿¤R�TkR���_�p�p
x�TVn�[._�p���R~o"Tk_]W^Q
_�WYZ�x

I ⊆ J
W^Q"R�e

W^Q"R~TVR�Z\U�_]��_re"n�e"Z\��_�p¾[�_�l
ψ : R/I → R/J

�M¯uZ\e"��R�a¾R�Q
_�¢�RiW^Q
_�W
IJ ⊆ I, J

a6R�Q�_~¢�R
��_�e
n�e?Z\��_�p�[�_�l
U¾x�TVn�[

R/IJ
W^n
R/I

_re"�
R/J

�?U^n�W^n�R�_r�kQ
k ∈ R/IJ

a¾Rª��_reC_rU^U^nu�~ZF_�W^R
_�|
e?Z � |
R

i ∈ R/I
_�e
�

j ∈ R/J
�y¯3nie
n�a­a6R���_re®�
R~S
e"R

fg
o"Tk_re"�VQ®a*Z\U^R

fgk := figjZ�x
x ≡ k (

[�n}�
IJ)
�
x ≡ i (

[�n}�
I)
_re"�

x ≡ j (
[�n}�

J)
�;¿©R�_�p�TVR�_r�?§we
nfWXZ\��R��¤W^Q
_�W

i
_re"�

j
n�e?p�§��"R~l�R�e"�Cn�e

k
U^n�W^Q?Z\U;Z\U6a6R~p�p��"R~S�e"R����y`�e�xz_r�~W;W^n�[�|?p�WXZ�l"p�§

f
_�e
�

g
a¾R

��n�|?p\�J_�p\U^n��¨|"U^W�[�|?p�WXZ�l"p�§¥W^Q"R~Z�Td��nfT^TkR�UXl�n�e"�?Z\e?�©l"TVR²j�À;nfp�pF_�W^�°UVR~W^U�_re"�¥W^Q"R�e�e"nfWXZ\��R
W^Q
_�W�Z�W*Z\UY_�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W�n�¢�R~T

IJ
a�Q?Z\�VQwZ\U�_�p\U^n�UX§u[�[]R~WXT^Z\��a*Z�W^QCTVR�U^ltR��~W�W^n

IJ
�

� n�a a6R]Q
_~¢�R�W^nCl
TVn�¢�R�W^Q"R]UVR���n�e"��l�_�TVWMnfx6W^Q"Rdp\R�[�[�_�e
_r[]R~p�§¤W^Q�_�W�W^Q?Z\U�[�|"p�WXZ½j
l"p�Z\��_�WXZ\n�e�Z\e"�"|
��R�Us_][]nu�"|?p\R�Q"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\U^[®��¯3ndp\R~Ws|"U�S"TVUXW�l"TVn�¢�RMW^Q
_�Wsa6RMQ
_~¢�R
_���TVn�|?l¤Q"n�[�n�[]nfT^l
Q"Z\U^[C�*³�R~W^UYUXWV_�T^WYa*Z�W^Q

f0 = 0
��W^Q?Z\UYl"Tkn}nfx
Z\UYl"TVR��?Z\�~WV_�o"p�§©UXZ\[dj

l"p\Rf�
(f0)k = fi0j = fi0 = 0

xznfTi_�p�p
k
U^n
f0 = 0

� � R²þ3W�a¾R�Q
_�¢�R�W^n®l"Tkn�¢�R�W^Q
_�W
f(g+h) = fg+fh

��_���_�Z\edU^WXTk_�Z���Q�WXxznfT^a;_�Tk���
(f(g+h))k = fi(g+h)j = fi(gj+hj) =

figj+fihj = (fg)k+(fh)k
xznfTy_�p�p

k
U^n
f(g+h) = fg+fh

��¯?nsa¾R*Q�_~¢�R�R�UXWV_�o"p�Z\UVQ"R��
W^Q
_�WYZ�WªZ\Uª_]��TVn�|?l¤Q"n�[�n�[]nfT^l
Q"Z\U^[C��e"n�aÇ_�p�p�a6R�Q
_~¢�R�W^n�U^Q"n�a'Z\UsW^Q
_�WsZ�WYTkR�UXl�R��~W^U
W^Q"R

RR[x1, . . . , xn]
_��~WXZ\n�eÄ�6¯3n�e"n�a­_�p�p�a6RsQ
_~¢�RsW^n�l"TVn�¢�R�Z\U6W^Q�_�W

rfg = frg
�?U^n�p\R~W^U

�"n�W^Q
_�W��
(rfg)k = r0(fg)k = r0figj = fir0gj = fi(rg)j = (frg)k

�ÄW^Q?Z\U�Q
nfp\�"U�xznfT
_�p�p
k
U^n
rfg = frg

�
�

+ x;��n�|?TVU^R]W^Q"R�U^R�_�TkR]e"nfW�W^Q"R]n�e?p�§Á[]nu�"|?p\R]Q
n�[]n�[]nfTVl
Q?Z\U^[�U�x�TVn�[
RJ[x1, . . . , xn]W^n

RIJ[x1, . . . , xn]
Z\e�x%_r�~W]_re�§�l"TVR²j�À;nfp�pF_�W^�wU^R~Wdn�¢�R~T

I
a�Q?Z\�kQJZ\UdU^§u[�[]R~WXT^Z\��a*Z�W^Q

TVR�UXl�R��~W*W^n
IJ
a¾n�|?p\��Q
_~¢�R��"n�e"R�W^Q"RªWXT^Z\�Vv��

¯3n�a¾RMU^R�RsW^Q
_�W�a6R�_�TVRM_�o"p\RªW^nd[�|?p�WXZ�l
p�§��%W�a6n��*_�T^o"Z�WXT²_�TV§wÀ6nfp�pF_�W^�MU^R~W^U��
o
|?W;a6RM_�TVR
e"nfW�_�o"p\R�W^n©_��
� �%Wÿa¾n���_�T^o"Z�WXT²_�TV§¥À6nfp�pF_�W^�°U^R~W^U��®P�Q?Z\UMZ\U�nfx*��n�|?TkU^R�_reÁZ\[][�R��?ZF_�W^R
��n�e"U^R � |"R�e"��R°nfx6W^Q"R��"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfx*_®À6nfp�pF_�W^�°U^R~W���UXZ\e
��R�nfx*��n�|?TkU^Rda6R�Q�_~¢�R

(fI,I +

gJ,J)ij(p) ∈ I+ J
o
|?W6a6Rs��_�eÄ«¬W;��|
_�Tk_re�W^R�RªW^Q�_�W

(fI,I + gJ,J)
xz_r�~W^nfTVU;n�¢�R~T

I+ J
�y{8|"W

a¾R��"n�e�«¬Wse"R�R���_dT^Z\e?��UXWXTV|"�~W^|?TkR�n�e�W^Q"RiÀ6nfp�pF_�W^�dU^R~W^Usnfx
R
�Y`�e�xz_r�~WYW^Q"R�U^WXTV|"�~W^|?TVR�U

W^Q
_�W*a¾R�Q
_~¢�R��"R~S
e"R���_�o�n�¢�R�_�TVR�U^|"¡]�~Z\R�e�W��mn�eCW^Q"RMUXZ\�"R�nfx�À6nfp�pF_�W^��UVR~W^Uk�¾W^nd�"R~S�e"R
W^Q"R�e"nfWXZ\n�e©nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e��
`me�W^Q"R�e"R²þuWªU^R��~WXZ\n�e�a¾R�a*Z�p�p�UXl�R��~Z�x�§®a�Q
R�e©_]�"n�[�_�Z\e

R
_��
[dZ�W^U�À6nfp�pF_�W^�ixz|"e"�~WXZ\n�e"U

_�e
� xz|?T^W^Q
R~TV[]nfTVRwa6R®a*Z�p�pMl"TVn�¢�R�W^Q
_�W�W^Q"R~TVR¤_�TVR��"n�[�_�Z\e"U�a�Q?Z\�VQ _r�"[]Z�WCÀ;nfp�pF_�W^�
x�|"e
�~WXZ\n�e"U��y£�e"�®nfx
��n�|?TVUVRªa¾RMa*Z�p�p
�"R~S
e"RsW^Q"R�e"nfWXZ\n�e�nfx
_dÀ6nfp�pF_�W^��x�|
e"�~WXZ\n�e��
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_�õ¹¸ �¾üU�6��~�û��K�º{�|�ùZ}�û¨úkü�ù»�
¯3n®x%_�T�a6R�Q
_~¢�R�a6R�Q
_~¢�R°n�e?p�§ÁTVR � |"Z�TVR���W^Q
_�W

R
Z\Ui_C�
n�[�_�Z\e��8e"n�aýa¾R�a*Z�p�p*U^WV_�W^R

U^n�[]RY[]nfTVR�TVR�UXWXTVZ\�~WXZ\n�e"U�n�e
R
a�Q?Z\�VQCa¾Rse"R�R���Z\e°nfTV�
R~T;W^n��
R~S
e"R�À6nfp�pF_�W^�ªxz|"e"�~WXZ\n�e"U

_�e
�w_�T^Z\e?�]U^WXTV|"�~W^|?TVRMn�eCW^Q"R�[®�
¿©R�a*Z�p�p U^WV_�TVW*a*Z�W^Q©_��
R~S
e?Z�WXZ\n�e��

Definition 2.24 �¼8����1���><?;����d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;��5�7;�ST��� I ���z�'������½��.��
Y�6ST� R �Y[2;�LU��AY���;�[2;�[�;����%�K����[ d : I → R "
`me�nfTV�"R~T6W^n�o�RY_�o"p\RsW^n��"R~S�e"R�À6nfp�pF_�W^�ªx�|
e"�~WXZ\n�e"U;xznfT*_�T^Z\e"�

R
a6RYe
R�R��C_�W6p\R�_rUXW�n�e
R

d
xznfTsR�_r�kQ¤Z\�"R�_�p

I
�M{y|?Wsa¾R�e"R�R��¤[�nfTVRMW^Q�_�e©W^Q�_�WªU^n�a6R�a*Z�p�p8�"R~S
e
RMa�Q
R�e�_dT^Z\e"�

_��
[dZ�W^UYÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U��

Definition 2.25 ���-�:�1V�

�%�9
»�]L5;�[2�.��� R ��L¬[(�6

���n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��5�-��<5�6
U�.�9
Y����3%���

���]<?;�ABAY;TPQ���OI¨�.;���L¬�6
Y�Y;��5�  ¤ "�·U;�����ST���DVM�YL5�.�.A I 6= (0) 

�����.�]�����@8����1���]<6;��'�d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;��5��"¥ "��£��
 d ����L d ′ 84;\

�§84�'��8����1���><?;��7�d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;��5��;�ST��� I "z,Q�%����

�%���.�������[2;�LU��AY�]���:;�[2;����J�K����[ ϕ : I → I ������� 

���!
 d = d ′ϕ "¦ "��£��
 dI 84�C�/8O�.������<?;����n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5�7;TST��� I *»����L dJ ��8����1����<?;����n;�ABAY�!

���<D�9����
Y�Y;��5�@;TST��� J ����L¯AY��
 I ⊆ J "¯,Q�����&

�����.�����(�([2;�LU��AY�z�%;�[2;�[2;����%�K����[
ϕ : J → I ���O����

�%�9
 dJ = dIϕ "¾ "��£��
 dI 84�C�/8O�.������<?;����n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5�7;TST��� I *»����L dJ ��8����1����<?;����n;�ABAY�!

���<D�9����
Y�Y;��5�X;TST��� J "¿,-����� dIdJ = dJdI ����L dIdJ ���¨��8����1���x<6;�� �n;�ABAY�!

���<D�9����
Y�Y;��5��;TST��� IJ "

¿©R�a*Z�p�p}S
TVUXW�l"TVn�¢�R�W^Q
_�WÄW^Q
R~TVR�Z\U�_¾TVZ\e?�*W^Q
_�W�_r�~W^|
_�p�p�§�_r�"[]Z�W^U À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U���P*Q"R�e
a¾Rªa�Z�p�p���Z�¢�R�W^Q"R��"R~S�e?Z�WXZ\n�e©nfx
_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�eÄ�

Lemma 2.26 �£��
 R 85�°�M�����������¡�£�.Az�YL4�.�:A@L5;�[��:���R"À,Q����� R ��L¬[(�6

���n;�ABAY�!

���<��9�%��
Y�Y;��5��"
Proof:

³�R~W
I 6= (0)

otR*_re�Z\�"R�_�p%�3W^Q"R�e
I = (r)

x�nfT¾U^n�[]R
d ∈ R

� � n�a�a¾R���_re��"R~S�e"R
W^Q"R*e"R�R��"R���U^|?Tm�¨R��~WXZ�¢�Rs[]nu�"|?p\R�Q"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\U^[

d
o}§d�
R~S
e?Z\e?��Z�Wyn�edW^Q
R;��R�e"R~Tk_�W^nfT�·

d : r 7→ 1
� � nfW^R�W^Q
_�W�W^Q?Z\Us[�_�lwZ\Use"nfWYn�e"p�§w_dU^|"T%�¨R��~WXZ�¢�Ri[�n}�
|?p\RMQ"n�[�n�[]nfT^l�Q?Z\U^[

o
|?W*Z\e®xz_r�~WY_�o
Z �¨R��~WXZ�¢�Ri[�n}�"|"p\RMQ"n�[�n�[]nfT^l
Q"Z\U^[C�n�"|?T^W^Q"R~TV[�nfTVRªW^Q"R���R�e"R~Tk_�W^nfT
r
Z\U

a¾R~p�p8�
R~S
e"R��¤|?l¤W^n°_�|"e?Z�W���U^n�p\R~W
u
a6RiU^R�R�W^Q
_�W

d ′ : ur 7→ 1
Z\U�_�p\U^nC_]UV|?T%�XR��~WXZ�¢�R

[]nu�"|?p\RMQ
n�[]n�[]nfTVl
Q?Z\U^[®��{8|"W�a6R�U^R�RMW^Q
_�W�W^Q
R�[�n}�"|"p\R�Z\U^n�[�nfT^l
Q?Z\U^[
ϕ : r 7→ ur

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ jkh æ j
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Q
_rUiW^Q"R�TVR � |?Z�TVR��$l"TVnfl�R~T^W�§�·
d = d ′ϕ

� � n�a±U^|?l"l�n�U^R
(s) ⊆ (r)

W^Q"R�eJW^Q"R°[�_�l
ϕ : r 7→ s

Z\U*_�[�n}�
|?p\R�Q
n�[]n�[]nfTVl
Q?Z\U^[®�?_re"��p\R~W
d : r 7→ 1

_�e
�
d ′ : s 7→ 1

W^Q"R�e�a¾R
Q
_~¢�R

d = d ′ϕ
_rU;TVR � |?Z�TVR��Ä� � n�a­p\R~W

I = (r)
_re"�

J = (s)
W^Q"R�e

IJ = (rs)
�y¿©RMe"nfW^R

W^Q
_�W
dIdJ : rs 7→ 1

_re"�
dJdIrs 7→ 1

U^n
dIdJ = dJdI

_re"��o�nfW^QÁ_�TVR]_�U^|"T%�¨R��~WXZ�¢�R
[]nu�"|?p\R�Q"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\UV[4x TVn�[

IJ
W^n
R
� � n�aba6R�Q�_~¢�Ril"TVn�¢�R��Á_�p�p�W^Q
_�W�Q
_r�©W^n�o�R

l"TVn�¢�R��Ä�
�

P*Q"R���n�e}¢�R~TVU^RMZ\U�_�p\U^ndWXTk|"Rf�

Theorem 2.27 ÁJ���5�Z;��:� R �TL�[��6

���n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��5��

�%��� R �����������������¡�£�.A��YL5�.�.AL5;�[2�.���J"
Proof:

P*Q
R]l"Tkn}nfxYnfx�W^Q?Z\UiZ\U�T²_�W^Q
R~T]R~p\R~��_re�W��$¯3|?l
ltn�UVR�W^Q�_�W
R
_r�"[dZ�W^U�À6nfp�pF_�W^�~j

x�|"e
�~WXZ\n�e"U�_re"�¤p\R~W
I
o�Rd_re}§wZ\�"R�_�p¾nfx

R
W^Q"R�e�W^Q"R~TVR�Z\UM_�U^|?Tm�¨R��~WXZ�¢�R�[]nu�"|?p\RiQ"n�[�nrj

[]nfT^l
Q"Z\U^[
d
x�TVn�[

I
W^n
R
��¯3n]W^Q
R~TVR�Z\U�_

i ∈ I
U^|"�kQ©W^Q
_�W

d(i) = 1
�Äe"n�aÇU^|?l
ltn�UVR

∃b 6= 0 d(b) = 0
��W^Q
R�e

d(rb) = 0
�ÄU^n

d : (b) → 0
Z%��Rf�

d
Z\U�W^Q
R���R~TVn�[�_�l¤n�e©W^Q"R

Z\�"R�_�p
(b)

o�|?W;a¾R�_�p\UVndQ
_~¢�R
d(ri) = r

_re"�
(i) ∩ (b) 6= (0)

otR���_r|"UVR
R
Z\U�_��"n�[�_�Z\e��

U^n
d
��_re�«¬WsotR�W^Q"R���R~TVn�[�_�l¤n�e

(b)
|"e"p\R�U^U

b = 0
�ª¯3n�W^Q"R�v�R~TVe"R~p�nfx

d
Z\U

{0}
��U^n

dZ\U�Z\e��¨R��~WXZ�¢�R]_rU�a¾R~p�p�_rUYU^|?T%�XR��~WXZ�¢�RiU^n
d−1 Z\UYa6R~p�p
�
R~S
e"R��¤_re"�®l
TVn�¢uZ\�"R�U�_�o�_rUXZ\UYxznfT

I
_rUs[]nu�"|?p\R�_re"��W^Q"R~TVR~xznfTVR

I
Z\Uª_dl"T^Z\e"�~Z�l�_�p�Z\�
R�_�p%��£�e"�©UXZ\e"��R

I
a6_rU�_�T^o"Z�WXTk_�T^§wa¾R

U^R�RªW^Q
_�W
R
Z\UY_�l"T^Z\e"�~Z�l�_�p Z\�"R�_�p �
n�[�_�Z\e��

�

� n�a a6RM_�TVRªS
e
_�p�p�§°TVR�_r�?§°W^n]�"R~S
e"R�À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U��

Definition 2.28 �Â�n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;�� fI,d ;TST��� I ���QI!�6ST���¨8:V2�Z�£�.�B� (fI,I, d) P-�����.�
fI,I ���C��[2;��K�YL4�.�:Ap�n;�ABAY�!

���:��
�����L d �(8����1���]<6;��7�n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��5�';TST��� I "
¿©R�U^R�R;W^Q
_�Wy_ªÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e�Z\e"�
|"��R�Uy_�xz|"e"�~WXZ\n�e

fI,d : Rn → R
o}§�W^Q"R*x�nfp�p\n�a*Z\e?�

�?ZF_���Tk_r[C·

Rn
fI,d //

���
×ϕ

��

R

Rn ×

(

n
×
i=1
R/Ii

) ���
×fI,I // Rn × R[x1, . . . , xn]

◦ // I

d

OO
� ç � æ �
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`me�W^Q"R�pF_re?��|
_���R®nfxª_®l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�®UVR~Wia¾R°��_reJ�"R~S�e"R�W^Q"R°R~¢f_�p\|
_�WXZ\n�e _�W
p ∈ Rno}§

p 7→ d(fp(p))
��nfT�Z\e�W^Q"RipF_re?��|�_���R�nfx*_CÀ6nfp�pF_�W^��UVR~W

p 7→ d(fi1,...,in(p))
a*Z�W^Q

p = (p1, . . . , pn)
_re"�

∀j pj ≡ ij (
[]nu�

I)
�

¿©R�a*Z�p�p�R�e"�°W^Q"Z\U��VQ�_�l
W^R~T�a*Z�W^Q®_�U^R��~WXZ\n�ewW^Q
_�W;��Z�¢�R�UYR²þ?_r[dl
p\R�U�nfx�_�p�p�W^Q"R���n�e"��R~l"W^U
W^Q
_�W*a¾R~TkR�Z\e}WXTVn}�
|"��R��®Z\e®W^Q?Z\U��kQ
_�l"W^R~T��

_�õ?Ã ÄKÅ�~�ÆX�Z�V÷O�
`me�W^Q?Z\U�U^R��~WXZ\n�e�a6RCa*Z�p�pYl"TVn�¢}Z\�"R�R²þ"_�[]l"p\R�U�W^n¤W^Q"Rw��n�e"��R~l"W^U°_re"�JWXT^§�W^nÁR²þul"pF_�Z\e
a�Q�§°a6R��"R~S�e"R��CW^Q"R�[ÈZ\eCW^Q"Z\U�a;_~§��;£�e"�wnfx���n�|?TVU^Rªa6Rªa*Z�p�p
��Z�¢�R�_rew_re"UXa6R~T�W^n]W^Q"R
� |"R�U^WXZ\n�e®a�Q�_�WY�"nuR�U;W^Q?Z\Us_�p�p Q
_~¢�RMW^n]�"n�a*Z�W^QwW^Q"R

3n + 1
jml"TVnfo
p\R�[/E

¿©R�a*Z�p�p U^WV_�TVW*a*Z�W^Q©_�e®R²þ?_r[dl
p\RMnfx�_�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W��

Example 2.29 ,Q����[2��� p 7→ x−p �����d�����i���n;�ABAY�!

���:��
R<?;����.ABA I "p,Q�K���n���n�.�!

�����;¬8\S��Y;¬�9�z;�<-�.;¬�9���:�]�1���%�.� ∀p, Ifp(p) = p− p = 0 ∈ I "
³�R~W^U*��Z�¢�R�_�U^n�[]R~a�Q
_�W�[]nfTVRª��n�[]l"p�Z\��_�W^R��¤R²þ?_r[]l"p\RMnfx�_�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W��

Example 2.30 �£��
 R =
$ 

������

���'[2��� (x, y) 7→ 2x3y + 6x + 18y − 42 ���7����.�i���n;�ABAY�!

�'�:��
-<?;�� I = (1), (2), (3), (6) "

¯3nsxz_�T�a6R�Q�_~¢�R�n�e?p�§i��Z�¢�R�e�R²þ"_r[dl"p\R�U¾U^|"�kQdW^Q
_�W
fp
a;_rU�W^Q"R�UV_r[]R6xznfTy_�p�p

p
o
|?W�e"nfW^R

W^Q
_�W�a¾R]�"n�e�«¬WMQ
_�¢�RdW^n3��o�|?W�Z�W�Z\UªT²_�W^Q
R~T��?Z�¡]��|"p�WMW^n°a*TVZ�W^Rdn�|?W�_re�_�T^o"Z�WXT²_�TV§�l
TVR²j
À6nfp�pF_�W^�YUVR~W8o�R���_r|"U^R*W^Q
R�e]a6R�Q�_~¢�R�W^nM��Z�¢�Rª_sl�nfp�§ue"n�[]ZF_�p�xznfTyR�_r�kQ�l�nfZ\e}W6_re"��Z\e�W^Q"R
Z\e�W^R~TVR�U^WXZ\e?����_rU^R�W^Q"Z\U�a6n�|?p\����n�[�Ri�"n�a�e�W^n���Z�¢}Z\e"�®Z\e?S
e"Z�W^R~p�§�[�_re}§wl�nfp�§3e"n�[dZF_�p\U��
{8|"W�nfx���n�|?TVUVRCW^Q"R�n�e?p�§$|"UVRCa6RwQ
_�¢�RwxznfT°_©l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�¤U^R~W�Z\U�W^Q
_�W�a6RCa;_re�WC_
x�|"e
�~WXZ\n�e�W^Q�_�W6_rU^UXZ���e"U¾W^n�_Yl�nfZ\e}W6_ªltnfp�§3e"n�[]ZF_�pta*Z�W^Q�_ª��R~T^WV_�Z\e�l"TVnfl�R~T^Wÿ§��}a�Q?Z\�VQ�a6R
e"R�R��°W^ni�"R~S
e
RMÀ6nfp�pF_�W^�MU^R~W^U��¾`me�x%_��~W�a¾R�_�TVRªe"nfW;Z\e}W^R~TVR�U^UVR��®Z\e°��R�e
R~Tk_�pÄl"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�
U^R~W^U*o
|"W*n�e?p�§°W^Q"n�U^RMa�Q"n]_�TVR�_r�~W^|
_�p�p�§©À;nfp�pF_�W^��U^R~W^U��
Æ*n�a6R~¢�R~TYZ�W¾Z\U�U^n�[]R~WXZ\[�R�U;|"U^R~xz|?p�W^n�l"TVn�¢�RMU^n�[]R~W^Q?Z\e"�]_�W;W^Q
R�p\R~¢�R~p nfx _Ml"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�
U^R~W�_�e
��_�x W^R~T^a;_�TV�¤l"Tkn}nfxyW^Q
_�WªZ\e©xz_r�~WªZ�WªZ\U�_°À6nfp�pF_�W^�]U^R~W����?nfTªZ\e"UXWV_re"��Rda¾Ri��n�|?p\�
�"R~S
e"Ri_r�"�?Z�WXZ\n�eÁnfx�W�a6n®À6nfp�pF_�W^�dU^R~W^Uªn�¢�R~T

I
ou§w|
UXZ\e?��W^Q"Ri_r�"�?Z�WXZ\n�e�a6R��"R~S
e"R��¤n�e

l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U��mn�¢�R~Tª`��6_re"�®e"nfW^RMW^Q
_�W*W^Q"RªTkR�U^|?p�W*Z\UY_dÀ6nfp�pF_�W^��U^R~W�n�¢�R~T
I
�

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ jkh���j
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� n�a a6Rªa*Z�p�p p\n}nfv®_�W�R²þ"_r[dl"p\R�UYnfx�À;nfp�pF_�W^��U^R~W^U��

Example 2.31 x 7→ x ��< x ≡ 0 (
[]nu�

2) ����L x 7→ 3x + 1 ��< x ≡ 1 (
[�n}�

2) "�H6��.�&�10U��[z��AY��;�<>�X�n;�ABAY�!

���:��
'

���!
�[(�¢I\�h
]AY;�;�µ�<?��[��BAB�Y�.��
�;(V5;¬�¨�������.��

�K��������

����n;�ABAY�!

�z�:��
�

���!
�PQ�BABA»I!�6ST�]�����.�z
�;@

��� 3n + 1 �Y<D�9����
Y�Y;��J"
³�R~W^U*��Z�¢�R�_re"nfW^Q"R~TYp\R�U^U*WXT^Z�¢uZF_�p R²þ"_r[dl"p\Rf�

Example 2.32 �£��
 R =
$ ����L

(x, y) 7→ xy− x+ y x ≡ 0 (
[�n}�

2) y ≡ 0 (
[]nu�

3)

(x, y) 7→ 2xy + 3x− 2y − 3 x ≡ 1 (
[]nu�

2) y ≡ 0 (
[�n}�

3)

(x, y) 7→ 3xy + 18x − 2y − 2 x ≡ 0 (
[]nu�

2) y ≡ 1 (
[�n}�

3)

(x, y) 7→ 6xy − 3x− 2y + 5 x ≡ 1 (
[]nu�

2) y ≡ 1 (
[�n}�

3)

(x, y) 7→ 3xy + 9x− 2y + 4 x ≡ 0 (
[]nu�

2) y ≡ 2 (
[�n}�

3)

(x, y) 7→ 6xy − 36 x ≡ 1 (
[�n}�

2) y ≡ 2 (
[]nu�

3),Q�K���������.���10h��[z�%AY��;�<^�x�n;�ABAY�!

�/�:��
p����
�P-;¨S��.���Y�\8�AY���/PZ�z�:�.�(

���!
>�.ABA^�.N5���!
Y�Y;��5��K�Y�.��AWV§[��������h
�; (2) ∩ (3) = (6) "�Áh;@��� <?����
�

�K���2�n;�ABAY�!

���:��
p���(�.NK���6S��.AY���h
(
�;��[2;��K�YL5�.�.Ad�d;�ABAY�9

���:��
n;TST��� (6) 85�K
	�1�����.��

�%�9
��d;�ABAY�9

���:��
	����� ¦\Ç 89�.�����������]H£AY�.��ST��6
-���]���M�10U���.�����:�^<?;���

�%�d�.�.��L5�����¹��;\
���

���!
n�.ABA»�.N5���!
Y�Y;��5�>�.�.��µO��;TP-�°85�5
%V5;¬�'����ST�
�;��.;i�OV 

�%��[È�1�¢0X
Y��[����D��"
� n�a W^Q�_�W¾a6R�Q
_�¢�RYUVR�R�e�UVn�[]R�R²þ"_r[dl"p\R�U;nfx8�%l"TVR²j��XÀ6nfp�pF_�W^��U^R~W^UyZ�W6Z\U8WXZ\[�R�W^n�p\nunfv�_�W
o�_rUXZ\U8xznfT¾À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U�� � n�a�W^Q"R�U^R;xz|"e"�~WXZ\n�e
UyWV_�v�R�n�¢�R~T6W^Q"R;TVnfp\R�W^Q
_�Wy�?Z�¢uZ\UXZ\n�e
o}§

2
l
pF_~§uUCZ\e�W^Q"R

3n + 1
jml"TVnfo"p\R�[®� `�e W^Q
R©l"TVR~¢uZ\n�|"UCU^R��~WXZ\n�e­a¾R�l"TVn�¢�R�� W^Q
_�W

_�e}§�l"T^Z\e"�~Z�l�_�p�Z\�"R�_�p��"n�[�_�Z\eC_r�"[]Z�W^U�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"Us_re"��W^Q"RªU^|?Tm�¨R��~WXZ�¢�R�[�n}�
|?p\R
Q"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\U^[�U¾W^Q
_�W;a¾RªQ
_�¢�Rªl"TVn�¢}Z\�"R��®W^n�l"TVn�¢�RsW^Q
_�W�_�TkR�o�_�U^Z\��_�p�p�§®W^Q"RªUV_r[]Rs_rU
�?Z�¢}Z\U^Z\n�e�o}§ªW^Q"R���R�e"R~Tk_�W^nfT�nfx}W^Q"R8Z\�"R�_�p%� � n�aÁW^Q"R�TVR�_rU^n�eMW^Q�_�W
`?a;_re�W^R���W^Q"R

d
«�UÄW^n*o�R

[]nu�"|?p\RYQ"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\U^[�U¾Z\Uyo�R���_r|"U^Rs�?Z�¢uZ\UXZ\n�ew�?Z\UXWXT^Z�o
|"W^R�U*n�¢�R~T�_r�"�?Z�WXZ\n�e��mUXZ\e"��Rsa6R
[�|"p�WXZ�l"p�§�ou§¤_reÁ[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ�¢�R°Z\e�¢�R~TkU^R�_re"��otR���_r|"UVR][�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�eJ�?Z\U^WXT^Z�o
|?W^R�Uk�k�� n�a W^Q"RiTkR�_�UVn�e�W^Q
_�W�`*a6_re}W^R��ÁZ�WMW^n°o�RdU^|?T%�XR��~WXZ�¢�R�Z\U�o�R���_r|"U^R]`*x�R�R~pyW^Q
_�W�Z�x

d
Z\U

U^|?T%�XR��~WXZ�¢�R*W^Q
_re�§�n�|iQ
_�¢�R*e"nYZ\e?xznfTV[�_�WXZ\n�e]_�o�n�|?W
Z\e�a�Q?Z\�kQdTVR�UXZ\�
|"R6�~pF_�UVU�W^Q"R;_re"UXa6R~T
p�Z\R�Uy�%o�_�UVR���n�e

d
_�p\n�e"RyW^Q
_�W�Z\Uk�k��_re"��o�R���_�|
U^R8Z�W�a*Z�p�p?R�e
_�o"p\R¾|"U�W^n�ºfTVR�UXWXT^Z\�~W^º�À6nfp�pF_�W^�~j

x�|"e
�~WXZ\n�e"U*_rU8a6R�a�Z�p�ptUVR�R�Z\e�W^Q"RYe"R²þuW6U^R��~WXZ\n�e��¾P*Q"R�nfW^Q"R~T6TVR � |"Z�TVR�[]R�e}W^U;_�TkR�e"R�R��
R��W^n]o�R�_�o"p\R�W^n��"R~S
e"R�_�T^Z\e?��UXWXTV|
�~W^|?TVR�n�e©À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U��ª¿¤RMa*Z�p�p�e"nfWYp\nunfv�_�W
R²þul"p�Z\�~Z�W�R²þ?_r[]l"p\R�Uinfx*o�_rUXZ\U�xznfTiÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U�U^Z\e"��R�a¾R�Z\[dl
p�Z\�~Z�WXp�§Je
_r[]R���_�p�p
ltn�UVUXZ�o"Z�p�Z�WXZ\R�UªxznfT*l"T^Z\e
�~Z�l�_�p�Z\�"R�_�p �"n�[�_�Z\e"U��
� n�aÇ_�p�p�a6R�Q
_~¢�R�W^n��"n�Z\Us��Z�¢�Rd_�e©R²þ"_r[dl"p\Rinfxy_�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e���¿¤R�a�Z�p�p�UXWV_�T^W
a*Z�W^Q®W^Q
R�nfo}¢uZ\n�|"UsR²þ"_�[]l"p\Rf��e�_�[�R~p�§°W^Q"R

3n + 1
jmx�|
e"�~WXZ\n�e��

j ç9G j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä
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Example 2.33

f(n) =






3n + 1

2
n ≡ 1 (

[]nu�
2)

n

2
n ≡ 0 (

[]nu�
2)

¯3n�a¾RMU^R�RªW^Q
_�W*W^Q"R
3n+ 1

jmxz|"e"�~WXZ\n�ewZ\U�_�UXl�R��~ZF_�p ��_rU^R�nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e�� � n�a
_�WªW^Q"Z\UMUXWV_���RiW^Q?Z\U�Q
_rU�e"nfW�[�_�e}§©Z\[dl"p�Z\��_�WXZ\n�e"U�� o�|?WM`*Q
_�¢�R]��n�ef�XR��~W^|?TVR�U�_�otn�|"W�U^n
��_�p�p\R���U^R�[dZ�� � |
_rUXZ � UXZ\[dl
p\R;À;nfp�pF_�W^�*x�|"e
�~WXZ\n�e"U
a�Q?Z\�kQil"TVnfo�_�o"p�§�Z\e"�~p\|"�
R��iW^Q"R

3n+1
j

x�|"e
�~WXZ\n�e��%l"TVnfo�_�o"p�§�o�R���_�|
U^Ri`X«�[4e"nfWs��n�[dl"p\R~W^R~p�§¤U^|?TkR�_�o�n�|?WYW^Q"R��"R~S
e?Z�WXZ\n�e¤§�R~Wk�k�
`ªl"pF_re W^n¤a*T^Z�W^R®_re�_�TVWXZ\�~p\Rwn�e$W^Q
_�W�_rU]U^nun�e _rU]`�S
e"��W^Q"R®WXZ\[]R¤�mQ
nfltR~xz|?p�p�§�W^Q?Z\U
U^|"[][�R~T²�k�
¿¤R�a*Z�p�p ��Z�¢�R�_re"nfW^Q"R~T��mnfou¢}Z\n�|"U²��R²þ"_r[dl"p\Rf�

Example 2.34

f(x, y) =






xy− x+ y

6
x ≡ 0 (

[�n}�
2) y ≡ 0 (

[�n}�
3)

2xy+ 3x − 2y− 3

6
x ≡ 1 (

[�n}�
2) y ≡ 0 (

[�n}�
3)

3xy+ 18x − 2y − 2

6
x ≡ 0 (

[�n}�
2) y ≡ 1 (

[�n}�
3)

6xy− 3x − 2y+ 5

6
x ≡ 1 (

[�n}�
2) y ≡ 1 (

[�n}�
3)

3xy+ 9x − 2y+ 4

6
x ≡ 0 (

[�n}�
2) y ≡ 2 (

[�n}�
3)

6xy− 36

6
x ≡ 1 (

[�n}�
2) y ≡ 2 (

[�n}�
3)

+ xÄ��n�|?TVU^R�W^Q?Z\U6Z\U6e"nfW*_���nfTVTVR��~W;R²þ?_r[dl
p\RYnfx _�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�ewo�R���_�|
U^RYa¾RYU^Q"n�|?p\�
|"U^Rª_M[�n�e?Z\�"R�_�p À6nfp�pF_�W^��UVR~W¾o�|?W;UXZ\e"��RsW^Q"R�_rU^U^nu�~ZF_�W^R���À6nfp�pF_�W^��U^R~W;Q
_rU*c9�Mo
Tk_re"�VQ"R�U
_�e
�­W^Q"R~TkR~x�nfTVR¥U^n��"nuR�U®W^Q"R¥��nfT^TVR�U^ltn�e
�?Z\e?� À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e��Ã{y|?W®W^Q
RÁ��nfT^TkR��~W
À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e¤��_reCWXT^Z�¢uZF_�p�p�§wo�Rª��n�e"UXWXTk|"�~W^R��®x�TVn�[»W^Q?Z\U*xz|"e"�~WXZ\n�e��
¿©R�a*Z�p�p���Z�¢�R�n�e"RªpF_rUXW�Z\e�W^R~TkR�UXWXZ\e?�°R²þ?_r[]l"p\Rf·

Example 2.35 R = É 2[t] * n = 1 * I = (t)

f(x) =






(t + 1)x+ 1

t
x ≡ 1 (

[]nu�
t)

x

t
x ≡ 0 (

[]nu�
t)

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ j ç hkj



22 COLLATZ-FUNCTIONS
À6Q�_�l
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P*Q?Z\U¾l�_�T^WXZ\��|?pF_�T�R²þ"_r[dl"p\RYZ\U � |"Z�W^RsZ\e�W^R~TVR�U^WXZ\e?�do�R���_r|"U^R�Z�W¾p\nunfv3U � |?Z�W^R�_�p\nfW6p�Z�v�RsW^Q"R
3n + 1

jml"Tknfo"p\R�[qZ\e¤Z�W�«�UMo"Z\e
_�T^§�x�nfTk[4o
|?W�n�e?p�§©W^Q"Ri_r�"�?Z�WXZ\n�e¥�"nuR�U^e�«¬W���_�T^T^§¥�mUXZ\e"��R
1 + 1 6= t

R~W^�f� �k�
`me©W^Q"Rde
R²þuW��kQ
_�l"W^R~T�a6R�a*Z�p�pyl"TVn�¢�R]W^Q
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|"W]W^Q?Z\U�UXZ\[]l"p\R©UXZ\e"��Rwa¾R�Q
_~¢�R
_�p�TkR�_��"§��
R~S
e"R��®_�[]nu�"|?p\RªU^WXTV|"�~W^|?TVRªn�e�W^Q
R�À6nfp�pF_�W^�MU^R~W^U*a�Q?Z\�VQ®a¾Rª��_re°WXT²_�e
UXl�nfT^W
W^niW^Q"R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U��tZ%��Rf�

r ∈ RR{[x1, . . . , xn]}, (fI,I, d) 7→ (rfI,I, d)
�

�

Lemma 3.9 �£��
 (fI,I, dI) ����L (gJ,J, dJ) 84�(
?PZ;¨�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5�2

�����&P-�(�.�.�L5��34���(

�����B�>���.;�LU����
�����LX�.���D�)�n;�ABAY�!

�(<D�9����
Y�Y;�� (fI,I, dI) ����L����.���7��[2;�LU��AY���%;��[2;�[2;����%�K����[¼<��.;�[ RJ{[x1, . . . , xn]} 
�; RIJ{[x1, . . . , xn]} "
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À;Q
_�l"W^R~T�c

Proof:
³�R~W�|
U�S"TVUXW��"R~S
e"R�W^Q"Z\U�l"Tkn}�"|
�~W�·

µ : ((fI,I, dI), (gJ,J, dJ)) 7→ (fI,IgJ,J, dIdJ)

= (fgIJ,IJ, dIJ)
�ÉÆ�R~TVRCa6Rw|
U^Rw_���_�Z\e�W^Q
_�W]a6Rf«¬¢�R�_�p�TVR�_r�?§ �"R~S�e"R���_¤l"TVnu�"|"�~W�n�e

W^Q"R�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U�_re"��W^Q
_�W�a6Rdl"TVn�¢�R���W^Q�_�W�W^Q"R~§©x�nfTk[ _CÀ6nfp�pF_�W^��U^R~WMn�¢�R~T
IJ
_re"�

UXZ\e"��R
R
_r�"[]Z�W^UdÀ6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"U�Z\U�W^Q"R~TVR�_

dIJ
U^|
�VQ¥W^Q
_�W

dIJ = dIdJ = dJdI
�� n�a

fgIJ,dIJ(p) = dIJ((fg)IJ(p)) = dI(dJ(fi(p)gj(p))) = dI(fi(p)dJ(gj(p))) =

dI(fi(p))dJ(gj(p)) = fI,dI(p)gJ,dJ(p)
�6¯3n�a¾RMU^R�RsW^Q
_�W�W^Q"Rsl
TVn}�
|"�~W�nfx W^Q"RªZ\[�_���R�U

Z\UsW^Q"R�Z\[�_���Rinfx8W^Q"R�l"Tkn}�"|
�~W�� � n�a'a¾RiQ
_�¢�RiW^n�l"TVn�¢�R�W^Q�_�WªW^Q"Z\Usl"TVnu�"|"�~WsZ\e"�"|"��R�U
_i[]nu�"|?p\R�Q"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\UV[C�;P*Q?Z\UYZ\UYUXZ\[dl"p\R�o�R���_r|"U^R�a¾R�U^R�R�W^Q�_�WYW^Q"R�l"TVnu�"|"�~WY�"R²j
ltR�e
�"Uªn�e¤W�a6n°W^Q?Z\e"��UªS"TVUXWªnfx6_�p�p8W^Q
_�WªW^Q"Ri��n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e¥nfx8Wÿa¾n

d
«�UsZ\UM_

d
x�nfTªW^Q
R

l"TVnu�"|"�~W�Z\�"R�_�p;_re"��U^R���n�e
��W^Q"R]l"TVnu�"|"�~WMnfx¾W^Q"R]W�a6n�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U�Z\U�_®À6nfp�pF_�W^��U^R~W
n�¢�R~T�W^Q
Rªl"TVnu�"|"�~W;Z\�"R�_�p%� � n�aÉW^Q"RsS"TVU^W6n�e
RªZ\U�_�p�a6_�§uU�WXTV|"RªUXZ\e
��R

R
_��
[dZ�W^U�À6nfp�pF_�W^�

x�|"e
�~WXZ\n�e"U��?W^Q"RYU^R���n�e"��l�_�T^W6�"R~S
e"R�U��%Z\e°U^n�[�R�U^R�e"UVR�o�R���_r|"U^R�W^Q
_�WyZ\U¾l�_�T^W¾a�Q"R~TkR�a6R
Q
_~¢�R6W^Q"R6_r�"�?Z�WXZ\n�e�� W^Q
R6_r�~W^|
_�p?l"Tkn}�"|
�~W�o
|"W�xznfT�W^Q"Z\U
l"TVnu�"|"�~W a¾R;_�p�TVR�_r�?§Mv3e"n�aJW^Q
_�W
Z�W�Z\e"�"|"��R�U�_�[]nu�"|?p\RdQ
n�[]n�[]nfTVl
Q?Z\U^[®�

f(g + h)IJ,dIdJ(p) = dI(dJ(fi(p)(gj(p) +

hj(p)))) = dI(fi(p)dJ(gj(p) + hj(p))) = dI(fi(p)dJ(gj(p))) + fi(p)dJ(hj(p))) =

dI(fi(p)dJ(gj(p))))+dI(fi(p)dJ(hj(p))) = dI(fi(p))dJ(gj(p))+dI(fi(p))dJ(hj(p))

= fI,dIgJ,dJ(p) + fI,dIhJ,dJ(p)
�

�

� n�aýW^Q�_�W�a6R�Q
_~¢�R°xzn�|"e"��_�p�p;p\R�[][�_�U�xznfTdÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U]W^Q�_�W�a6Rf«¬¢�R®_�p�TVR�_r�?§
x�n�|"e
��x�nfTdÀ6nfp�pF_�W^�®U^R~W^U�Z�W�o�R���n�[]R�U�WXZ\[�R�W^Q�_�W�a6R�UXWV_�T^Wi��n�[dl�_�T^Z\e?�©Wÿa¾nÁÀ;nfp�pF_�W^��j
x�|"e
�~WXZ\n�e"UCn�¢�R~T®W�a6n��?Z½¼tR~TkR�e�WCZ\�
R�_�p\U�� `me nfW^Q"R~T°a6nfTV�"U�a6R©a6_re}W°W^n�R²þul�_re"�­n�|?T
R � |?Z�¢�_�p\R�e"��R�TVR~pF_�WXZ\n�e�W^Q
_�W�a6R�Q
_~¢�R��"R~S
e"R��®Z\e®�"R~S�e?Z�WXZ\n�e¤cu�¡�]_re"�°p\R�[�[�_icu� æ �

Lemma 3.10 �£��
 fI,dI 85�]�7�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;�������L J ⊆ I 

�����¨

�����.�������7�n;�ABAY�!

���<��9�%��
Y�Y;�� gJ,dJ ������� 

���!
 fI,dI(p) = gJ,dJ(p) <?;����.ABA p "
Proof:

¯3|"l"l�n�U^R
I = a

_re"�
dI(a) = 1

�}a¾R���_re�_rU^U^|
[]R;W^Q?Z\Uyo�R���_r|"U^R
R
Z\Uy_sl
T^Z\e"�~Z½j

l�_�p�Z\�"R�_�p��"n�[�_�Z\eÄ� � n�a�U^Z\e"��R
J ⊆ I

a6R�v3e"n�a�W^Q�_�W¾W^Q"R~TVR�Z\U6_
r
U^|
�VQ�W^Q
_�W

J = (ra)
��?|?T^W^Q"R~Tk[]nfTVR6a6R;��_re]�VQ
n}n�U^R

r
U^nsW^Q�_�W

dJ(ra) = 1
��UXZ\e"��R*n�e
R*nfx�W^Q
R6��R�e"R~Tk_�W^nfTVU8nfx

JZ\U�[�_�l"l�R���W^n
1
ou§
dJ
� � n�aJa6R6vue"n�aJW^Q
_�W

fI,I
Z\U�e"nfW�n�e?p�§�UX§u[�[]R~WXT^Z\�¾a*Z�W^QdTVR�UXl�R��~W

W^n
I
o
|"WY_�p\U^n�a*Z�W^Q�TVR�UXl�R��~W�W^n

J
UXZ\e
��R

J
TkR � |?Z�TkR�U�p\R�UVU�UX§3[][�R~WXT^§�W^Q
_re

I
�;Æ�n�a6R~¢�R~T

fI,I
�"nuR�U^e�«¬W�[�_�l�W^n

J
o�|?W
a¾R6��_re�S?þMW^Q?Z\U
ou§�[�|?p�WXZ�l
p�§}Z\e?��ou§

r
UVn�a6R6��R~W

gJ,J = rfI,I�%W^Q
_�W�Z\U�a6R�[�|?p�WXZ�l"p�§¥W^Q"R�l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�°U^R~W�nfx
fI,I

ou§
r
_re"�¥W^Q"R�e¥e"nfWXZ\��R�W^Q
_�W�W^Q
R

TVR�U^|?p�WªZ\UM_°À6nfp�pF_�W^��U^R~Wªa*Z�W^Q�TkR�UXl�R��~WªW^n
J
�k� � n�aÇa6RiQ
_~¢�R

fI,dI(p) = gJ,dJ(p)
x�nfT

_�p�p
p
o�R���_r|"U^RMx�nfTY_�p�p

s
a6R�Q
_~¢�R

dI(sa) = dJ(sra) = s
�

�

� n�a a6RM_�TVRªTVR�_r�?§�W^nd�"R~S�e"RªTVR�UXWXTVZ\�~WXZ\n�e"U��
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Definition 3.11 ,Q�����.;��5��
Y������
Y�Y;��/���x

���	����;¬;�<R;�<	

���£���.��S��Y;¬�9�nAY��[([��^���p�.�.ABAY�.L

�����.����
Y���Y��
Y�Y;���;�< fI,dI 
�; J �.�%L@����L4����;\
��.L°8.V fI,dI |J "� n�aÉa¾R���_re®R²þ3W^R�e"�wn�|"T�R � |"Z�¢f_�p\R�e"��R�TVR~pF_�WXZ\n�e��

Definition 3.12 ��� �.�.ABA2
?PZ;Ó�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5� fI,dI ����L gJ,dJ �.N5���6S��:AY���U
2��<

�����.�����'���x�YL4�.�:A H ���O����

���!
 H ⊂ I ����L H ⊂ J ����L fI,dI |H = gJ,dJ |H *»[2�.���K���KI

���!
^

�����n;�ABAY�!

���:��

�>;�<�

���]�.����
Y���Y��
Y�Y;��5��
�; H �.�.���.NK���.A6"
P*Q?Z\U
Z\e"�"|
��R�U�Z\e"�"R�R���_redR � |"Z�¢f_�p\R�e"��R�TVR~pF_�WXZ\n�e��3Z�W�Z\U�nfou¢}Z\n�|"UyW^Q
_�W

fI,dI
Z\U�R � |?Z�¢�_�p\R�e}WW^n�Z�W^U^R~p�x��¨|
UXW�WV_�v�R

H = I
��_�p\UVn�UX§3[][�R~WXT^§ªZ\U
e"n*l
TVnfo"p\R�[ o�R���_r|"U^RyZ�x

fI,dI |H = gJ,dJ |HW^Q"R�eCZ�W�Z\U�nfou¢}Z\n�|"UYW^Q
_�W
gJ,dJ |H = fI,dI |H

�yP�Tk_re"UXZ�WXZ�¢uZ�W�§�Z\U�_�o"Z�WY[]nfTVRª�?Z�¡���|?p�W�o�|?W
UXWXZ�p�p � |?Z�W^RªUXZ\[dl
p\Rf�y³�R~W

fI,dI
�
gJ,dJ

_re"�
kL,dL

W^Q?TVR�R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"Us_re"��p\R~W
fI,dI_�e
�

gJ,dJ
o�R�R � |?Z�¢�_�p\R�e}WM_re"�©_�p\UVndp\R~W

gJ,dJ
_re"�

kL,dL
o�R�R � |?Z�¢�_�p\R�e}WªW^Q"R�ewW^Q"R~TVRMZ\U_�e

H1
_re"��_re

H2
U^|"�kQ]W^Q�_�W

f|H1 = g|H1
_re"�

g|H2 = k|H2
� � n�a�Z�WyZ\Uynfou¢}Z\n�|
U6W^Q
_�W

g|H1 |H1∩H2 = g|H2 |H1∩H2
_re"�

H1 ∩H2 ⊂ H1, H2
U^ndW^Q
R�TVR�UXWXTVZ\�~WXZ\n�e"U�_�TVR�_�p�p\n�a6R��

o
|?W W^Q"R�e�a¾R;_�p\U^nsQ
_~¢�R
f|H1∩H2 = k|H1∩H2

��¯3n�a6R¾U^R�R¾W^Q
_�W�a6R6Q
_~¢�R*_re�R � |?Z�¢�_�p\R�e"��RTVR~pF_�WXZ\n�e�� � n�abp\R~W�|
Usp\n}nfv�a�Q
_�WªW^Q?Z\UªR � |?Z�¢�_�p\R�e
��R]TVR~pF_�WXZ\n�e¥[]R�_re"Uª_�WªW^Q"R�p\R~¢�R~pynfx
�%l"TVR²j��XÀ6nfp�pF_�W^�iU^R~W^U��;¿¤R�U^R�R�W^Q�_�W

(fI,I, dI)
_�e
�

(gJ,J, dJ)
_�TVRMR � |?Z�¢�_�p\R�e�W�Z�x�W^Q
R~TVRMZ\U_�e¥Z\�"R�_�p

L
_�e
�Áeu|"[�o�R~TVU

a, b ∈ R
UV|"�VQ¥W^Q
_�W

fI,I|L = afI,I = bgJ,J = gJ,J|L
��_rU

�%l"TVR²j��XÀ6nfp�pF_�W^��U^R~W^Uk�;_re"�
dL(ad

−1
I (1)) = 1 = dL(bd

−1
J (1))

�
¯3n°o�_rUXZ\��_�p�p�§¥a�Q
_�W�§�n�|¥�"n®Z\UM§�n�|¥a;_�e}W�W^n®[�|?p�WXZ�l"p�§ÁotnfW^QÁW^Q"RÁ¸Xe}|"[�R~Tk_�W^nfTVº©_�e
�
¸X�"R�e"n�[dZ\e�_�W^nfTkº¤o}§�_C��n�e"U^WV_�e}W

a
��_�e
��Z\e���_�UVR�nfx

g
o}§
b
��_re"��a¾R�TVR � |?Z�TVR�W^Q
_�WotnfW^Q$¸Xe}|"[�R~Tk_�W^nfTVU^º]_re"�®o�nfW^QJ¸X�"R�e"n�[]Z\e
_�W^nfTVU^º�_�TVRMR � |
_�p%�6³tZ�v�RMa�Z\U^Rªp\R~W

x, y ∈ ÔW^Q"R�e©W^Q"Ri_�TVR�R � |?Z�¢�_�p\R�e�W�Z�x8W^Q
R~TVRi_�TkR
a, b ∈

$
− {0}

U^|"�kQ©W^Q
_�W a
a
x = b

b
y
� � nfWXZ\��R

W^Q
_�W8Z\e�l�_�T^WXZ\��|?pF_�T;W^Q"R�R � |?Z�¢�_�p\R�e"��R�nfx�À6nfp�pF_�W^�Yxz|"e"�~WXZ\n�e"U6n�¢�R~T
I
Z\U¾_�p\U^n�nfx�W^Q?Z\Uyx�nfTV[

a*Z�W^Q
a = 1

_re"�
b
_���R~T^WV_�Z\e�|"e?Z�W�nfx

R
U^|"�kQCW^Q
_�W

d(bd ′−1(1)) = 1
�

� n�aÉa¾RMa*Z�p�p�U^WV_�W^R�n�e"RªS
e�_�p%��Z\e�W^R~TkR�UXWXZ\e?��TVR�U^|?p�W�n�eCTVR�UXWXTVZ\�~WXZ\n�e"U��

Lemma 3.13 �£��
 I ⊆ J 

����� ·|I ���%LU���.������[�;¬L���AY�]��;�[�;�[2;����%�5����[�<��.;�[
RJ{[x1, . . . , xn]} 
�; RI{[x1, . . . , xn]} "
Proof:

¯uZ\e"��R
I ⊆ J ·|I

Z\U�e"nfW^Q?Z\e"�¥[�nfTVR°W^Q"R�e�[�|?p�WXZ�l"p�§uZ\e?��o�nfW^Q ¸Xeu|"[]R~T²_�W^nfTkº
_�e
� ¸X�"R�e"n�[dZ\e�_�W^nfTkº°o}§wW^Q"R�|"e?Z � |"Ri��n�e"UXWV_re}W

a
U^|"�VQ©W^Q�_�W

dI(ad
−1
J (1)) = 1

��_re"�
RJ{[x1, . . . , xn]}

Z\UY_
R[x1, . . . , xn]

j�[�n}�
|?p\R�_re"�
a ∈ R[x1, . . . , xn]

U^niW^Q"R�[�|?p�WXZ�l"p�Z½j
��_�WXZ\n�e©�?Z\U^WXT^Z�o
|?W^R�UYn�¢�R~T

+
_re"�®TVR�UXl�R��~W^U*W^Q
R

R[x1, . . . , xn]
_r�~WXZ\n�e��

�
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À;Q
_�l"W^R~T�c

¿©Rw_�TkR°e"n�aÈZ\eJW^Q"R�l�n�UXZ�WXZ\n�e W^n¤�"R~S
e"Rw_®TVZ\e?��UXWXTV|"�~W^|"TVRCn�e�W^Q"R°UVR~W]nfxªÀ;nfp�pF_�W^��j
x�|"e
�~WXZ\n�e"U��s¿¤R�a�Z�p�p��"n]a�Z�p�p
�
n]W^Q?Z\UsZ\e�W^Q"R�e"R²þ3WªU^R��~WXZ\n�e��s¿¤R�a�Z�p�p�a*Z�p�p8_�p\U^n�UXW^|"�?§
W^Q"Rªo�_rUXZ\�Ml"TVnfl�R~T^WXZ\R�U�nfx
W^Q"R�UVRªT^Z\e?��U��

w
õ6_ �¾üU�6��~�û��'a~ú�ùRbU�
`me�W^Q?Z\U�U^R��~WXZ\n�eCa6Rªa*Z�p�pÄS�e
_�p�p�§°��Z�¢�R�W^Q"Rª�"R~S�e?Z�WXZ\n�ewnfx�_�À6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?�?�6¿¤Rsa*Z�p�p���Z�¢�R
U^n�[]R6R²þ"_�[]l"p\R�U�nfx�À6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?��U6_re"��a¾R¾a*Z�p�p�UXW^|"�?§�U^n�[]R6nfx�W^Q"R~Z�T�o�_rUXZ\�;l"TknfltR~TVWXZ\R�U��
¿©R�a*Z�p�ptp\R�_�TVe]W^Q�_�W;À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"U;xznfTV[ W^Q"Rd¸¨Z\�"R�_�p\º���R�e"R~T²_�p�Z\��_�WXZ\n�e®nfxtnfTk�?Z\e
_�T^§
ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U��*{y|?W;S
TVUXW;a6Rªa*Z�p�p p\n}nfv®_�W*a�Q�_�W�a¾R�Q
_~¢�R���nfWYU^nix%_�T��

hr��`%x
I
Z\U�_�e
n�e3j���R~TVniZ\�
R�_�p
nfx

R
W^Q"R�e

RI[x1, . . . , xn]
Z\U�_

R[x1, . . . , xn]
j�[�n}�
|?p\Rf�

ç ��`%x I ⊆ J
W^Q"R�ewa6RMQ
_~¢�Ri_�TVR�U^WXT^Z\�~WXZ\n�e¤[�_�l���_�[�n}�
|?p\RMQ"n�[�n�[]nfT^l�Q?Z\U^[��6x TVn�[

RJ{[x1, . . . , xn]}
W^n
RI{[x1, . . . , xn]}

�"a�Q?Z\�kQ®Z\U�W^Q"RªZ\�"R�e}WXZ�W�§wZ�x
J = I

�
cu��`%x

L ⊆ I ⊆ J
W^Q"R�e

·|L ◦ |I = ·|L
�

é ��`%x f|I = 0
W^Q"R�e

f = 0
�

å ��`%x I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆ Im
_�TkRwZ\�
R�_�p\U�_re"�

fi ∈ RIi {[x1, . . . , xn]}
U^|"�kQ�W^Q
_�W

fi|Ii∩Ij = fj|Ii∩IJ
W^Q"R�e�W^Q
R~TVR�Z\Ud_�|"e?Z � |"R

f ∈ RIm {[x1, . . . , xn]}
U^|"�VQJW^Q
_�W

f|Ii = fi
��u��`%x

f ∈ RI{[x1, . . . , xn]}
W^Q"R�e

f
Z\e"�"|
��R�UY_�[�n}�"|"p\R�Q"n�[]n�[�nfT^l
Q?Z\UV[ýx Tkn�[

RJ{[x1, . . . , xn]}
W^n
RIJ{[x1, . . . , xn]}

�
� nfWXZ\��R�W^Q
_�W]W^Q"R®S"TVUXWiW^Q"TVR�R®UXWV_�W^R�[�R�e�W^U°_�TVR°l"TkR~WXW�§$[�|"�kQ$Z\e U^n�[]R°Wÿa*Z\UXW^R���a;_~§
W^Q"RM��n�e"�"Z�WXZ\n�e"Uªnfx8_�l"TVR²j�U^Q
R�_�x�nfx�[�n}�
|?p\R�U��me"nfWXZ\��R�W^Q
_�WYW^Q"R�TkR � |?Z�TkR�[]R�e}W�W^Q
_�W�W^Q"R[]nu�"|?p\R�nfx;W^Q"R]R�[]l"W�§�UVR~W�Z\U�W^Q"R]WXT^Z�¢}ZF_�p*[�n}�"|"p\R]Z\U�e"nfW�x�|?p�S
p�p\R����k��£�e"�ÁW^Q"R]S
TVUXW
S"¢�RsUXWV_�W^R�[]R�e}W^U;p\n}nfv�_reC_~a*xz|?ptp\nfW¾p�Z�v�R�W^Q"Rs��n�e"�?Z�WXZ\n�e"U�nfx�_�U^Q
R�_�x�nfx�[]nu�"|?p\R�U���P*Q"R
o"Z�����R�UXW�l
TVnfo"p\R�[ a6R�Q
_�¢�RMQ"R~TVRsZ\U*W^Q
_�W�Q"n�aÉW^nd�"R~S
e
R�_�e®nfltR�e®��n�¢�R~T^Z\e?��nfx�_MZ\�
R�_�p
a*Z�W^Q®Z\�
R�_�p\U�Z\U�e
nfW�_rU��~p\R�_�Ts_rU;W^Q
R���n�¢�R~T^Z\e"��nfx�_re®nfl�R�eCUVR~W*a*Z�W^Q�nfltR�ewU^R~W^U��
{8|"W�a¾R�_�TkRia6_re"�
R~T^Z\e?�wnr¼�x�TVn�[qn�|?T���n�_�pyQ"R~TVRf�
_�p�p8a6R]e"R�R���Z\e�nfTV�"R~TMW^n°o�Rd_�o
p\R
W^nd�"R~S
e"R�_�T^Z\e"�]UXWXTV|"�~W^|"TVRªn�ewÀ6nfp�pF_�W^��x�|"e
�~WXZ\n�e"U�Z\e

n
¢�_�T^ZF_�o"p\R�Usnfx

R
Z\U*W^Q"RM_�o"Z�p�Z�W�§

W^n�_r�"��W�a6n�_�T^o"Z�WXT²_�TV§JÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U�Z\e$_wa6_�§�W^Q
_�WiZ\U]��n�[dl�_�WXZ�o
p\RCa*Z�W^Q$W^Q"R
_��
�?Z�WXZ\n�e®nfxÄWÿa¾n]À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"Usn�¢�R~T

I
_rUya6R~p�p�_rU¾W^Q
_�W6Z�W*U^Q"n�|?p\��o�RY��n�[dl�_�WXZ�o"p\R

a*Z�W^Q�n�|?T�l"TVR~¢uZ\n�|"Ui�"R~S
e"R���[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e�� � n�a W^Q"Z\U�Z\U�T²_�W^Q
R~T�UXZ\[]l"p\Rf��p\R~W
fI,dI_�e
�

gJ,dJ
o�R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"U���W^Q"R�e�a6Rd��_reÁTVR~l"TVR�U^R�e}W�W^Q"R�[ ou§

f|I∩J
_�e
�

g|I∩Jo
|?W�W^Q"R�UVR�_�TVR�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"U;�
R~S
e"R��]n�¢�R~TyW^Q
R*UV_r[]R6Z\�"R�_�p�_re"�da6R*Q
_~¢�Rs_�p�TVR�_r�?§
�"R~S
e"R���_re�_r�"�?Z�WXZ\n�eÁxznfTªW^Q?Z\U�UXZ�W^|
_�WXZ\n�e�� � n�aba6RdQ
_�¢�RdR~¢�R~T^§uW^Q?Z\e?�®a6Rde"R�R��©xznfTM_
T^Z\e?�]UXWXTk|"�~W^|?TVRf�
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Theorem 3.14 ,-���7�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��4����� n S��.���Y�\8�AY����;�< R [2;�LU��AY;2

���'L5��34���.L�.NK���6S��.AY�����.�C�.��AY�!
Y�Y;��¨<6;��i[Ò�C�����OIxPZ�K�Y����P-��L5����;\
���8.V R{[x1, . . . , xn]} "
Proof:

P*Q?Z\U xznfp�p\n�a�U8Z\[][]R��"ZF_�W^R~p�§�x�TVn�['_�p�pul
TVR~¢}Z\n�|
U�TVR�U^|?p�W^U¾�%Z\e�x%_r�~W x�TVn�['_*UV|?o
U^R~W
nfx¾_�p�p�l"TVR~¢uZ\n�|"U�TkR�U^|?p�W^Uk�k� � nfWXZ\��RiW^Q
_�WªxznfT�_�p�p

I
W^Q
RiÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e

∀ifi = 0
_�TkR

R � |?Z�¢�_�p\R�e�W�a*Z�W^Q©n�e"R�_�e
nfW^Q"R~T���W^Q?Z\UsR � |?Z�¢f_�p\R�e"��R��~pF_rU^UYx�nfTV[�U*W^Q"R
0
nfx8W^Q"RMTVZ\e?�?�Ä_�p�p

W^Q"R6x�|
e"�~WXZ\n�edR � |?Z�¢f_�p\R�e}W6W^n
1
xznfTV[ W^Q"R;[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ�¢�RsZ\�"R�e}WXZ�W�§��6£�e
�ia¾Rf«¬¢�R�_�p�TkR�_��"§

l"TVn�¢�R��©_�p�p�nfW^Q"R~T�TVR~pF_�WXZ\n�e"UYo�R~W�a6R�R�e©_r�"�"Z�WXZ\n�e©_re"�w[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e��
�

¿©R�a*Z�p�p�S�e
_�p�p�§C��Z�¢�RMW^Q
R��"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?�?�

Definition 3.15 �£��
 R 84���p�����������¡�	�:A%�YL4�.�:A	L4;�[2�.���¨

�����¨P-���.�.ABA R{[x1, . . . , xn]}

�����n;�ABAY�!

�z�����OI(��� n S��.���Y�\8�AY���z;TST��� R "
� n�a W^Q"Z\U¾�
R~S
e?Z�WXZ\n�eCZ\U;_�o"Z�W6TVn�|?��Q�o�R���_�|
U^Rª`X«���_�p\UVn�p�Z�v�R�W^n���_�p�p

(R{[x1, . . . , xn]})m_�À6nfp�pF_�W^�sT^Z\e?�?�?U^n�Z\e�xz_r�~W
R{[x1, . . . , xn]}

Z\U6[]nfTVR�nfx�_re�R²þ?_r[dl
p\RYnfx _�À6nfp�pF_�W^�sT^Z\e?�?�
o
|?WY`¾�"n�eÄ«¬WYQ
_�¢�R�_]�~p\R�_�TYl
Z\�~W^|?TVR�§�R~WYnfx8W^Q"RM[�n�UXW���R�e"R~T²_�p��"R~S�e?Z�WXZ\n�e�nfx8_�À;nfp�pF_�W^�
T^Z\e?�]_�W;W^Q?Z\U*[�n�[]R�e}W��¾¯3n�xz_�T*e"n�a a6Rªa*Z�p�p�_rU^U^|
[]RYW^Q
_�W�_�À6nfp�pF_�W^�MT^Z\e"�iZ\U;R~Z�W^Q"R~T�nfx
W^Q"RMxznfTV[

R{[x1, . . . , xn]}
nfT

(R{[x1, . . . , xn]})m
��¿¤R�a*Z�p�p�e"n�a ��Z�¢�R]_re�R²þ"_r[dl"p\R�nfx

_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?�?�

Example 3.16 ,Q���������OI@Ô [x1, . . . , xn] �����7�n;�ABAY�!

���¹�����OI4"�,-�K����;¬8\S��Y;¬�9��84�.�.�\�9�:�ÔË������;��KAWVÕ;����@�%;��4�Y�����.;M�YL4�.�:A�*��%�.[���AWV (1) �.�%L��.ABA��n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��4�¯L5��34���.L;TST����

�K���^�YL5�.�.An�.�.�£½T�9��
]�D����
�;����:;�[2;����%�K����[��C;��.L\�����.�DV/�Z;�AWV5��;�[��Y�.A���"
`me°x%_r�~W*W^Q?Z\UYQ"nfp\�"U*xznfT�_re}§°S
R~p\���

Lemma 3.17 �£��
 F 85���C3J��AYL¯

����� F{[x1, . . . , xn]} ∼= F[x1, . . . , xn] "
Proof:

P*Q
R6l"TVnunfx�Q
_rU¾_�p�TkR�_��"§do�R�R�ed��Z�¢�R�e�x�nfT Ô ��W^Q"R�_�T^��|
[]R�e}W^U�xznfTy_re�_�T^o"Z�WXTk_�T^§S
R~p\�w_�TVRªW^Q
R�UV_r[]Rf�
�

`me°x%_r�~W*a¾R�Q
_~¢�RMW^Q"Rªxznfp�p\n�a*Z\e?�°TkR�U^|?p�W��

Lemma 3.18 �£��
 R 85���]�����OI�

���!
Z��L¬[(�6

���n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5�z

����� R[x1, . . . , xn]���������589�����OI�;�< R{[x1, . . . , xn]} "
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Proof: RR{[x1, . . . , xn]}
Z\U�_�U^|?o"T^Z\e"�dnfx

R{[x1, . . . , xn]}
_re"�°a6Rf«¬¢�R�_�p�TVR�_r�?§CUVQ"n�a�e

W^Q
_�W
RR{[x1, . . . , xn]} ∼= R[x1, . . . , xn]

�
�

¯3n�a¾RsU^R�RsW^Q
_�W�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"UYxznfTV[ý_re�¸¨Z\�"R�_�p\ºd��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e©nfx�W^Q
RYnfTk�?Z\e
_�T^§
ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U®Z\e

n
¢�_�T^ZF_�o"p\R�U��ªnfxM��n�|?TVUVRwW^Q
R©_r�f�XR��~WXZ�¢�R­¸¨Z\�
R�_�p\ºJZ\U°nfo}¢uZ\n�|"U��ÇP�Q"R

x�nfp�p\n�a*Z\e?��TVR�U^|?p�W�Z\U�_�p\U^n � |?Z�W^R�nfo}¢uZ\n�|"U��

Lemma 3.19 �£��
 R 85���C�����OIx

���!
p��L¬[(�6

�'�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��4�i*n

�����
R{[x1, . . . , xn−1]} ���������48!�¹�����OI�;�< R{[x1, . . . , xn]} "
Proof:

cf|"UXW���n�e
UXZ\�"R~T�W^Q
R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"Usa�Q
n�U^Rªo"Tk_re"�kQ"R�U�_�TVRsl�nfp�§3e"n�[dZF_�p\UYZ\e
x1, . . . , xn−1

�?W^Q"R�UVRM_�TVR�nfou¢}Z\n�|"U^p�§w�~p\n�U^R���|"e"�"R~TY[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�eÁ_re"�®_r�"�"Z�WXZ\n�e��
�

£�e"�wnfx ��n�|?TkU^RªW^Q"Rªxznfp�p\n�a�Z\e?�°p\R�[][�_MZ\U�nfo}¢uZ\n�|"UYW^n3�

Lemma 3.20 �£��
 σ 84�x���Z����[2�K
��!
Y�Y;��³;�< n ��AY��[����h

�°

����� R{[x1, . . . , xn]} ∼=

R{[xσ(1), . . . , xσ(n)]}

Proof:
P*Q?Z\U*Z\UY_��?Z�TVR��~WY��n�e"U^R � |"R�e"��R�nfx�W^Q"R�xz_r�~W�W^Q�_�W

R[x1, . . . , xn] ∼=

R[xσ(1), . . . , xσ(n)]
_re"�¤W^Q
_�WM_r�"�?Z�WXZ\n�e�_re"�¤[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e�Z\U��"R~S�e"R��¤n�e¤W^Q"R�p\R~¢�R~p

nfx o
Tk_re"�VQ"R�U�nfx�_�À;nfp�pF_�W^��U^R~W�a�Q?Z\�VQ©_�TVR6�X|"UXW*nfTV�"Z\e
_�T^§°l�nfp�§ue"n�[]ZF_�p\U��
�

£�e"�®pF_�U^W*o
|?W�e
nfW*p\R�_rUXW��

Lemma 3.21 �£��
 R ��L¬[(�6
	�d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;��5�]

�%��� R{[x1, . . . , xn−1]}[xn] ���n�d���48!������OI�;�< R{[x1, . . . , xn]}

Proof:
`mx�a¾R�p\nunfv�_�Ws_re�R~p\R�[]R�e}Wªnfx�W^Q"R�S"TVUXW*TVZ\e?��a6R�U^R�RMW^Q�_�WYZ�WYZ\UYnfx8W^Q"R�xznfTV[C·

N∑

i=0

fix
i
n

o
|?W*UXZ\e
��R
fi
_re"�

xin
_�TVRso�nfW^QwÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
UYUVn�Z\U;W^Q"R~Z�T*l"Tkn}�"|
�~W��
_�e
�

UXZ\e"��R
fix

i
n

_�TVR]_�p�p*À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"UiU^nCZ\UMW^Q"R~Z�T�U^|"[®��`%WMZ\UMnfou¢}Z\n�|"U�W^Q
_�W�otnfW^Q
0_�e
�

1
_�TVRsZ\eCW^Q
RMU^|?o®T^Z\e?�?�

�

P*Q"R~TVRªZ\U�n�e?p�§��¨|
UXW�n�e"R�[�nfTVRsZ\e}W^R~TVR�UXWXZ\e?�°U^|?o
T^Z\e?�?�
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Definition 3.22 ±d�����x�YL5�.�.A I IK�������.�!
��������X�����!
����.�.AnPZ�1VX���M���58������OIM;�<
R{[x1, . . . , xn]} P-�5�Y����P-�CL4����;\
���8.V RI{[x1, . . . , xn]} :=

∞
⋃

i=1

RIi {[x1, . . . , xn]} "
P*Q?Z\U�U^|?o
T^Z\e?�i�%a6R~p�p�_r�~W^|
_�p�p�§

(RI{[x1, . . . , xn]})n
��l
pF_~§uUy_�edZ\[dl�nfT^WV_re�W�Tknfp\R6a�Q"R�e�a6R

UXWV_�T^W8p\nunfv}Z\e"�i_�W¾��n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e"U;nfx�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"UM�%a¾R~p�p�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U;_��~W^|�_�p�p�§"�k�
¿©R�a*Z�p�p�e"n�a'UXW^|"�?§®UVn�[]RMnfx8W^Q"R�nfW^Q
R~TYl
TVnfl�R~T^WXZ\R�Usnfx¾À6nfp�pF_�W^��T^Z\e?��U���¿¤RMa*Z�p�p�S
TVUXW
U^Q"n�aÉW^Q
_�W�Z\e®��R�e"R~Tk_�p _dÀ6nfp�pF_�W^��T^Z\e?�dZ\U�e"n]_��"n�[�_�Z\e��

Lemma 3.23 Á%���4�-;��.�n

���!
 R ��L¬[��6

�^�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5�^����L R ���»��;\
R�Z3%��AYL�

�����
R{[x1, . . . , xn]} �����%;\
d�'L4;�[2�.���°����Lx

�%�]�����.;7L\�6S����:;����C�.�.�z

��;��:�'�d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;��PQ�6

� fi = 0 <6;��]�:;�[2�'�D85�5
-��;\
��.ABA¢� i "
Proof:

P�Q"R*l"Tkn}nfx�Z\U¾Tk_�W^Q"R~T;UXZ\[]l"p\Rf�?UXZ\e"��R
R
Z\U6e"nfW;_ªS
R~p\��W^Q"R~TVR�Z\U;_re�Z\�
R�_�p

I
U^|"�kQ

W^Q
_�W
I
Q
_rU8[�nfTVR;W^Q
_re�n�e"R*TVR�U^Z\�"|"R*�~pF_rU^U�� � n�a�a6R;vue
n�a�W^Q
_�W8W^Q"R�[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e®nfx

À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"U6Z\U�o�_�UVR��]n�e][�|?p�WXZ�l
p�Z\��_�WXZ\n�ewnfxtltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\UY�%W^Q
_�WyZ\U�W^Q"R;l
TVn}�
|"�~W
nfx�W^Q"RYo"Tk_re"�kQ"R�U*nfxÄW^Q
RMÀ6nfp�pF_�W^��U^R~W^U6Z\e}¢�nfp�¢�R����Y_�e
�°UXZ\e"��R

R
Z\U�_��"n�[�_�Z\e®U^ni_�TkR�W^Q
R

ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U�Z\e
n
¢f_�T^ZF_�o"p\R�U���¯3ndZ�x�W^Q
RMl"Tkn}�"|
�~W�Z\UsR~¢�R~TªW^n�otR���n�[�R���R~TVndW^Q"R�e¤n�e
R

nfx�W^Q"R�W�a6n�o
Tk_re"�VQ"R�UsZ\e}¢�nfp�¢�R��¥e"R�R��"UYW^n�otR���R~TVn3� + x���n�|?TVUVRMZ�x�xznfTsn�e"R�nfx�W^Q"R�W�a6n
x�|"e
�~WXZ\n�e"U�Z\e}¢�nfp�¢�R��°_�p�p
W^Q"R6o"Tk_re"�kQ"R�U8_�TVR;��R~TVnYW^Q"R�edZ�W�Z\U�R � |"Z�¢f_�p\R�e}WyW^nª��R~Tkns_re"�dZ�W�Z\Ue"nfW�_���R~TVnrj��?Z�¢uZ\U^nfT��y{y|?W
Z�xt_�o"Tk_re"�kQ

(fI,d)i
Z\U�R � |
_�p"W^nª��R~TVnYa�Q"R�e

(gI,d)i
Z\U�e
nfW8_�e
�

gI,d
_re"�

fI,d
Q
_�¢�R�_�W*p\R�_rUXW�n�e
Rªe"n�e3j���R~TVndo"Tk_re"�VQ®W^Q"R�eCW^Q
R~Z�T�l"TVnu�"|"�~W�Z\U*��R~TVn��%W^Q?Z\U

��_�e�o�R�R�_rUXZ�p�§�U^R�R�e�Z�xÄ§�n�|�p\nunfv�_�WyW^Q"R~Z�T6l"TkR²j�À6nfp�pF_�W^��U^R~W^Uk�k� � n�a n�e�W^Q"R�nfW^Q
R~T6Q�_�e
�
U^|?l"l�n�U^RMW^Q
_�W

fI,d
n�e"p�§wQ
_rUYe"n�e3j���R~TVn�o"Tk_re"�kQ"R�UYW^Q"R�ewW^Q"R�n�e"p�§©À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e

gU^|"�VQ�W^Q
_�W
fg = 0

Z\U�_�TVR�UXWXT^Z\�~WXZ\n�e�nfx
0
� _���_�Z\e�W^Q?Z\UMZ\UMnfou¢}Z\n�|
UMZ�x6§�n�|�p\nunfv�_�W�W^Q"R

l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^�ªU^R~W^U��?UXZ\e
��R
(fg)p = fpgp = 0

o�|?W
fp 6= 0

U^n
gp = 0

xznfT6_�p�p
p
W^Q"R~TVR~xznfTVR

g = 0
�

�

¯3nCa6R�UVR�R]W^Q
_�W
R{[x1, . . . , xn]}

Z\U�|"U^|
_�p�p�§�e"nfW�_®�"n�[�_�Z\e¥o
|?Wi_�p\U^nwa¾R���_re�R�_�U^Z�p�§
Z\�"R�e�WXZ�x�§�W^Q"R©��R~TVnrj��?Z�¢uZ\U^nfTVU��'¿©R¤��n�|"p\� e"n�aqUXW^|
�?§ R²þ3W^R�e"UXZ\n�e"U®nfx�À6nfp�pF_�W^�¤T^Z\e"��U��
W^Q?Z\U]Z\U�_�Tk_�W^Q"R~T]Z\e}W^R~TVR�UXWXZ\e"�JU^|?o?�XR��~W�UXZ\e
��R®e"n�R~p\R�[�R�e�W

e
W^Q
_�W]Z\U�_�p���R~o"Tk_�Z\�©n�¢�R~T

R
��_re¥otR�_r�"�"R��¥W^n

R{[x1, . . . , xn]}
a*Z�W^Q"n�|?Wi|"U���R~WXWXZ\e?��Z\e¥W^nwWXTVn�|?o"p\Rf�©P nw[�_�v�R

W^Q?Z\U�[]nfTVR¾l"TkR��~Z\U^R6Z\e���R�e"R~Tk_�p"W^Q"R~TkR6Z\U�e"nse
_�W^|?Tk_�p"R�[�otR��
�?Z\e?��nfx
R{[x1, . . . , xn]}

Z\e�W^n
R{[x1, . . . , xn]}[e]

nfT
R[e]{[x1, . . . , xn]}

��a6R�a*Z�p�p3e"nfW�l"TVn�¢�RyW^Q?Z\U�e"nfT�UXW^|
�?§�R²þuW^R�e
UXZ\n�e"U
nfx
R{[x1, . . . , xn]}

o�|?W�`�Q
_r�iW^nª[]R�e}WXZ\n�edW^Q"Z\U�Z\e�W^R~TkR�UXWXZ\e?�Mx%_r�~W��8`��"nsZ\e}W^R�e"�dW^nªU^W^|"�?§
W^Q?Z\U6Z\eC_re"nfW^Q"R~T�_�T^WXZ\�~p\RM_rU;U^nun�e°_�U*`
Q�_~¢�RsW^Q"RYWXZ\[]Rf�¾{y|?W¾xznfT6e
n�a a6Rsa*Z�p�pÄ��n�e�WXZ\eu|"R
n�e®n�|?T � |"R�UXW�W^n]�"R~S
e
RsW^Q"R�[]n�U^W*��R�e"R~Tk_�p�xznfTV[ nfx8À6nfp�pF_�W^��l"TVnfo"p\R�[�U��
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À;Q
_�l"W^R~T�c

`me�W^Q"Rªe"R²þ3W�U^R��~WXZ\n�e®a¾R�a*Z�p�p�[�_�v�R�_�U^Q
nfT^W;�"R~W^n�|?T*Z\ewn�|?T*UXW^|"�?§�nfx ��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U
nfxÄÀ;nfp�pF_�W^��jml"TVnfo"p\R�[�U*_�e
�dWV_�v�RY_s�~p\n�UVR~Typ\nunfv�_�W�W^Q"R�Z\�"R�_�p\U¾nfx�À6nfp�pF_�W^�YT^Z\e?��U8Z\e�nfTk�"R~T
W^nio�R~WXW^R~T�|"e"�
R~TVUXWV_re"�CW^Q
R�U^R�Z\e}W^R~TVR�UXWXZ\e?��T^Z\e?��U��

w
õ?w Öº×�÷5~4�?��üU{
R{[x1, . . . , xn]}

`me¤W^Q?Z\U�U^R��~WXZ\n�eÁa¾R]a*Z�p�pyU^W^|"�?§©W^Q"RiZ\�"R�_�p\U�nfx*_°À6nfp�pF_�W^��TVZ\e?�?�d¿¤Rda*Z�p�p6U^R�RiW^Q�_�WMZ\e
��R�e"R~Tk_�p;W^Q"R���R~TVn®�"Z�¢}Z\U^nfTkU�l"pF_~§�_�e¥Z\[]ltnfTVWV_�e}W�TVnfp\R�Z\eÁW^Q
R�UXW^|
�?§�nfx*W^Q"R�UVR]Z\�"R�_�p\U��
{8|"W*a¾R�a*Z�p�p U^WV_�TVW*a*Z�W^Q®�
R~S
e?Z\e?��_�e®Z\e�W^R~TkR�UXWXZ\e?��x�|"e
�~WXZ\n�e

Φ
�

Definition 3.24 �£��
 I 85�7�����YL5�.�.A�;�< R{[x1, . . . , xn]} 

�����&P-��L4��34���@

���'<��9�%�i�
Y�Y;�� Φ : R{[x1, . . . , xn]} → P({J ⊆ R}) 8:V Φ(I) = {J ⊂ R|∃f ∈ I, 0 6= f ∈

RI{[x1, . . . , xn]}} "¨,Q���!
^��� Φ(I) ���@

���'�:��
C;�<d�YL5�.�.A�� Ji ;�< R �����D�&

���!
z

�����.�z�������;��4�Y�����.;'<��9�%��
Y�Y;��M��� I P-�K�Y�D�M���CL5��34���.L�;�ST��� Ji "
`%WªZ\U�nfou¢}Z\n�|
UMW^Q
_�W

Φ(I)
Z\U��~p\n�UVR���|"e"�
R~T�Z\e�W^R~TkU^R��~WXZ\n�e��%otR���_r|"UVR

I
Z\U��~p\n�U^R��¥|"e"�"R~T

_��
�?Z�WXZ\n�e��s_re"��|"e"�"R~TYU^��_�pF_�Tª[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�eÁo}§�_�e}§CZ\�"R�_�p6�mUXZ\e"��R
I
Z\UY�~p\n�U^R��¤|"e"�
R~T

U^��_�pF_�Tw[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e��k� � n�a.a6R©a*Z�p�pMUXWV_�W^R�_�p\R�[][�_�W^Q
_�W°U^Q"n�a�UCU^n�[�Rwnfx�W^Q"R
Z\[dl�nfT^WV_re"��RMnfx W^Q"R���R~TVnd�?Z�¢uZ\U^nfTVU�a*Z�W^QCTkR�UXl�R��~W*W^niW^Q"RªZ\�
R�_�p\Usnfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?�?�

Lemma 3.25 �£��
 f ∈ I 84�(����;��4�Y�����.;¯L\�6S����:;��M

����� (1) ∈ Φ(I) *�

�����.��<?;��.��PZ�����ST��<6;�����ST���1VM�YL5�.�.A J ;�< R 

���!
 J ∈ Φ(I) "
Proof:

P*Q"R8l"TVnunfx"Z\U � |"Z�W^R;UXZ\[dl"p\R6_�x W^R~T�§�n�|�TkR�_�p�Z\��RyW^Q�_�W
W^Q"R¾x%_r�~W�W^Q
_�W
W^Q"Ryl"TVnu�"|"�~Wnfx�_�À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�eCn�¢�R~T
L
_re"��_�À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�eCn�¢�R~T

M
Z\U6_�À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e

n�¢�R~T
LM

�
n}R�U^eÄ«¬WY[�R�_�e�W^Q
_�WYZ�Wª��_�eÄ«¬W�o�R�_�TVR�UXWXT^Z\�~WXZ\n�e�nfxy_�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�eÁn�¢�R~T
N ⊃ LM

�®¯3nCp\R~W
f
o�R�_°e"n�e3j���R~Tkn®�?Z�¢uZ\U^nfTd�"R~S
e
R��Án�¢�R~T

L
�
_�p�p6a¾R�Q
_~¢�R�W^n®�
nCZ\U

W^niS
e"�®_
g
n�¢�R~T

M
U^|"�VQ®W^Q
_�W

fg
Z\U*W^Q
RªTVR�UXWXT^Z\�~WXZ\n�e�nfx�_�l�nfp�§ue"n�[]ZF_�p%�¾P*Q"Z\U�[]R�_re"U

W^Q
_�Wi_�p�p;W^Q"R�o"Tk_re"�kQ"R�Uinfx
fg

Q
_~¢�R�W^n�o�RdW^Q"R�UV_r[]R�_re"��nfx*W^Q"R�x�nfTk[
(fg)i = ahU^|"�VQ�W^Q
_�W

a ∈ LM
�
h ∈ R[x1, . . . , xn]

o�R���_�|
U^RMW^Q
R�ewZ�WYZ\UsR � |"Z�¢f_�p\R�e}W�W^n
dLM(a)h

a�Q?Z\�VQ�Z\Ui_Cltnfp�§3e"n�[]ZF_�p%� � n�aýW^Q?Z\U�Z\U � |"Z�W^R�R�_rUX§��8WV_�v�R
gi = d−1

L (1)2

∏

j

fj

fi

�©`%x;a6R
WV_�v�RdW^Q"R�l"TVnu�"|"�~Wªnfx

f
_�e
�

g
a�Q?Z\�kQ�_�TVR�otnfW^Q¥À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"U�n�¢�R~T

L
a6R���R~WM_

À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�ewn�¢�R~T
L2

a*Z�W^Q�o"T²_�e
�VQ"R�U*nfx�Q"RYx�nfTV[
d−1
L (1)2

∏

j

fj = d−1
L2

(1)
∏
j fj
�

U^nia6R�U^R�RªW^Q
_�W�W^Q"R~Z�T�l"Tkn}�"|
�~W*Z\U*W^Q"R�TVR�UXWXT^Z\�~WXZ\n�e�nfx ∏
j fj

W^n
L2

Q"R�e
��RªZ�W�Z\U ∏
j fj
�

�

¯3nCa6R�UVR�R]W^Q
_�W�n�e"��R�W^Q"R~TVR�Z\U�_Ce"n�e3j���R~TVn��?Z�¢uZ\U^nfTdn�¢�R~T
J
Z\e
I
W^Q"R~TkR�_�TVR�_��~W^|�_�p�p�§

e"n�e3j���R~TVni�"Z�¢}Z\U^nfTkU�n�¢�R~Ts_�p�p�Z\�"R�_�p\U���nfx
R
�?Z\e

I
�y¯3n�xz_�T;a6RªQ
_~¢�R�UVR�R�eCn�e?p�§�W^Q"RYTVnfp\R�nfx
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e"n�e3j���R~TVn��?Z�¢uZ\U^nfTVU��"a�Q?Z�p\R�`
�~pF_�Z\[]R��CW^Q
_�W¾W^Q
RY��R~TVn��?Z�¢}Z\UVnfTVU;l"pF_~§°_re�Z\[dl�nfT^WV_re}W¾Tknfp\R
Z\eCW^Q"RªUXW^|
�?§°nfx�W^Q"R�Z\�"R�_�p\U�nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?�?�;`me®nfTV�"R~T*W^nio�R�_�o"p\RMW^ni�"R�[]n�e"U^WXTk_�W^R
W^Q
_�W*a¾RMa*Z�p�p�Q�_~¢�RMW^n]UXWV_�W^R�_�xzR~a­�"R~S
e?Z�WXZ\n�e
U��

Definition 3.26 �£��
 f 84���z������;7L\�6S����.;��z;�ST��� J *	

����� P-�>�:�1VM�6
-���C;�<�
¢V\�-� (J, J)PQ�6

� J ∈ P((R/J)n) ��< ∀j ∈ Jfj 6= 0 ����L fj = 0 ��A��:��"
� n�aÉa¾RMa*Z�p�p��
R~S
e"RM_�¢�R~T^§CU^ltR��~ZF_�p
_�e
�C¢�R~T^§C|"UVR~x�|?p�W�§ultR�nfx ��R~TVni�?Z�¢uZ\U^nfT��

Definition 3.27 ���]�.�.ABA»�������.;CL¬�6S����:;���;�<%�1��['��AY��
BV!�Z�d��<��6
J���p;�<Q
BV!�Z� (J, J) �����D�

���!
nØ (J) = 1 "
¯3nio�_rUXZ\��_�p�p�§¤_���R~TVnd�?Z�¢uZ\U^nfTsZ\UYnfx
U^Z\[dl"p\RMW�§ultR�Z�x�n�e?p�§®n�e"R�nfx
W^Q"R�o"T²_�e
�VQ"R�U�Z\U�e
n�e3j
��R~TVn3�*£�e
�®a*Z�W^Q"Z\e©W^Q?Z\UsUXl�R��~ZF_�p��~pF_rU^Usnfx���R~TVn��?Z�¢uZ\U^nfTVUYW^Q"R~TVR�Z\UY_d¢�R~T^§®UXl�R��~ZF_�p
¢�R~T^§
|"U^R~xz|?p��~pF_rU^UYnfx�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U���a�Q?Z\�kQ®a6Rªa*Z�p�p
�"R~S
e"RMe"n�a��

Definition 3.28 ���§�.�:ABA/� �9���.;�L\�6S����:;�� f �ª89�.�������4�B�%�Y��µO����<D�9����
Y�Y;��Ù;�<2
BV!�Z�
(J, (j1, . . . , jn)) ��< f(x1, . . . , xn) = 1 ��< (x1, . . . , xn) ≡ (j1, . . . , jn) (

[]nu�
J) ����L

f(x1, . . . , xn) = 0 ��A��:��"
¯3n©o�_rUXZ\��_�p�p�§ W^Q"Z\UdW�§ul�R®nfxYx�|
e"�~WXZ\n�e$Z\U]¢�R~T^§�l�n�a6R~T^xz|?p�o�R���_r|"U^R®Z�xYa6RC[�|?p�WXZ�l"p�§$Z�W
a*Z�W^Q _©x�|
e"�~WXZ\n�e

f
n�¢�R~T

J
W^Q
R�e W^Q
RCl"TVnu�"|"�~W�nfx

f
_�e
��_�o"Tk_re"�VQ?jml"Z\�^v�R~T®nfxªWÿ§}l�R

(J, j)
W^Q"R�e��%Z�x

fj 6= 0
�¾a6RMR�e
�®|?lwa*Z�W^Q�_���R~TVnd�?Z�¢uZ\U^nfT

h
nfx�UXZ\[dl
p\R�W�§ul�R

(J, j)
a�Z�W^Q

hj = fj
��¿©R�a*Z�p�p�e
n�a�l"TVn�¢�RsW^Q
_�W;_�p�p�o"T²_�e
�VQ3jml"Z\�Vv�R~T�xz|"e"�~WXZ\n�e"U�R²þuZ\UXW*_re"��W^Q
_�W6W^Q"R~§

_�TkR�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"U��

Lemma 3.29 �£��
 (J, J) 84�2���1��['��AY�x
¢V\�Z�x

�����Ó

�����.�(����� f ∈ R{[x1, . . . , xn]}������� 

���!
 f ����

���'89�.�������4�B�%�Y��µO���C<D�9����
Y�Y;���;�<d

�5����
¢V\�Z��"
Proof:

� nfW^R�W^Q�_�W
0, d−1

J (1) ∈ J
e"n�aÉWV_�v�R

fi = 0
Z�x
i 6= j

_re"�
fj = d−1

J (1)
�

�

� n�aÉp\R~W�|"U*UVR�Rªa�Q
_�W;W^Q
_�W�[�R�_�e
U;x�nfTY_�eCZ\�"R�_�p
I
nfx
R{[x1, . . . , xn]}

��¿¤R�UVR�RªW^Q
_�W*Z�x
f ∈ I

_re"��Z�WsZ\UYnfx�Wÿ§}l�R
(J, J)

W^Q"R�e¤U^n�_�TVR�_�p�p
x�|"e
�~WXZ\n�e"U
hα

a*Z�W^Q
α ∈ J

U^|"�VQ�W^Q
_�W
(hα)i = 0

Z�x
i 6= α

_�e
�
(hα)α = fα

� � n�a­W^Q"Z\U*Z\U;¢�R~T^§°|"UVR~x�|?p%�
otR���_r|"UVRªp\R~W
I
o�R�_�e

Z\�"R�_�ptnfx
R{[x1, . . . , xn]}

W^Q
R�e�a6RY��_�e�S?þ�_re�Z\�"R�_�p
J
nfx
R
_re"��S?þ�_ªTVR�U^Z\�"|"RY�~pF_�UVU

j
nfx

J
_re"�®��n�e"UXZ\�"R~T�_�p�pÄxz|"e"�~WXZ\n�e
U;Z\e

I
nfx�U^Z\[dl"p\RsWÿ§}l�R

(J, j)
�?Z�x�a6Rsp\nunfv�_�W;W^Q"Rªe"n�e?j���R~TVn

o"Tk_re"�VQwnfx�W^Q
R�U^Rªxz|"e"�~WXZ\n�e"U��
W^Q"R~§�x�nfTV[È_�e®Z\�"R�_�p�nfx
R[x1, . . . , xn]

�¾{y|?W*e"n�aÉa¾RM��_�e
|"U^R�W^Q"R�W^Q"R�nfT^§�nfxsÅYTr¶nfo
e"R~T�o�_rU^R�UiW^n�S
e"�¥W^Q"R���R�e
R~Tk_�W^nfTVUdnfx�W^Q"Z\U�Z\�"R�_�p%� � n�a Z�x
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À;Q
_�l"W^R~T�c

a¾Ri�"n�W^Q"Z\U�xznfTM_�p�p
j
_re"�

J
W^Q"R�e¤a6Ri��R~WªW^Q"R���R�e"R~Tk_�W^nfTVU�nfx

I
nfx¾��n�|?TVU^R�W^Q?Z\U�U^R~W�nfx

��R�e"R~Tk_�W^nfTVU;Z\U6l"Tknfo�_�o"p�§�W^n}n�pF_�T^��Rso�R���_r|"U^RªU^n�[�RYnfx�W^Q"Rs��R�e"R~Tk_�W^nfTVU�_�TVRsR � |?Z�¢�_�p\R�e}W��� n�aýW^Q"Z\Ud_�p���nfTVZ�W^Q"[òZ\U�e"n�a�Q"R~TVR�e"R�_�T�l�R~T^x�R��~W�o
|?W�Z�WiU^Q"n�a�Ui|"U�W^Q
_�W�a6R���_re¥|
U^R
W^Q"R�a6R~p�p��"R~¢�R~p\nfl�R��©W^Q"R�nfT^§®nfxyÅsT�¶nfo
e"R~T�o�_rU^R�UYx�nfT�Z\�"R�_�p\UªnfxyÀ6nfp�pF_�W^�~jmT^Z\e?��U���_�W�p\R�_�U^W
W^n°U^n�[]R�R²þ3W^R�e"����¿¤R�a*Z�p�pyUXWV_�W^Rd_re"nfW^Q"R~T�p\R�[][�_da*Z�W^Q
n�|?W�l"TVnunfx���otR���_r|"UVR�a¾R�a*Z�p�p
l"TVn�¢�R�_�UXWXTVn�e?��R~T�TVR�U^|?p�W�pF_�W^R~T��

Lemma 3.30 �£��
 I 84�����)�YL5�.�.A';�< R{[x1, . . . , xn]} �.�%L§�����5�Z;��:� ∃J �����D�³

�%�9

J 6∈ Φ(I) 

�����M��< f ∈ I ����L f 6= 0 

����� f �������9���.;7L\�6S����:;���"
P*Q"Rªl"Tkn}nfx
l"TVnunfx
nfx W^Q"Z\U�p\R�[�[�_�Z\U�_��"Z�TVR��~WY��n�e
U^R � |
R�e"��R�nfx
p\R�[�[�_icu� ç�å ��o
|?W*Z�W�Z\U� |?Z�W^Ri_da¾R�_�v®TkR�U^|?p�W��to
|?WYa¾R���_re���R~Wª_iotR~WXW^R~TsTVR�UV|?p�W��s`�ewnfTk�"R~T�W^n�xznfTV[�|?pF_�W^R�W^Q"Z\UTVR�U^|?p�W*a6RMe
R�R��C§�R~WY_�xzR~a­[�nfTVRª�"R~S
e?Z�WXZ\n�e
U��

Definition 3.31 ���C�.�.ABA (J, J ′) �����58K
BV!�Z�C;�< (J, J) ��< J ′ ⊆ J "
P*Q?Z\U��
R~S
e?Z�WXZ\n�e�Z\U � |?Z�W^R�nfou¢uZ\n�|"Uª_�e
�CU^niZ\U�W^Q"R�e"R²þ3W��

Definition 3.32 ���p�.�.ABA%��
¢V\�-� (J ′, J ′) �.N5���6S��.AY���h
d
�;�
¢V\�Z� (J, J) ��< (J ′, J ′)|J∩J ′ =

(J, J)|J∩J ′ *£P-�����.�'

�����.����
Y���Y��
Y�Y;��x���z

���C;¬8¬S��Y;¬�!��;��%��"
P*Q?Z\U��
R~S
e?Z�WXZ\n�e�Z\U*�VQ
n�U^R�ewUV|"�VQ®W^Q
_�W

f
_re"�

f|J
_�TVR�nfx
R � |?Z�¢f_�p\R�e}WªW�§ul�Rf�

Definition 3.33 ���-�.�.ABA�
?PZ;>
BV!�Z��� (J ′, J ′) ����L (J, J) �.;�['�£�!
Y�?8�AY�Q��< J ′|J∩J ′∪J|J∩J ′������;\
p

�����.;�ABAY�.��
Y�Y;���;�<Z�.ABAJ�����1�YLU���C��AY�����.���C;�< J ∪ J ′ *h�6"W��"Z��<�

�����B�¨ÚD�9�5�Y;��»Û>���^��
Y�BABA-������.;7L\�6S����:;��7
¢V\�Z��"
� n�a a6R���_reCxznfTV[�|?pF_�W^RMn�|?T�U^WXTVn�e?��R~T�TkR�U^|?p�W��

Lemma 3.34 H6< I �������°�YL5�.�.Ap;�< R{[x1, . . . , xn]} * ∃J 6∈ Φ(I) ����L f ∈ I 

�%��� f ����7�9���.;�L\�6S����.;��(����LM��< g ∈ I 

����� f ����L g �.�.�7;�<��.;�[z�£�!
Y�?8�AY��
¢V\�-��������Lx<?;����.�T�D����58K
BV!�Z��;�< f ² �z
¢V\�Z�z

�����.�����C� h ∈ I ;�<d

�K���'
¢V\�Z��"
Proof:

¯3|"l"l�n�U^R
f
_re"�

g
a¾n�|"p\�]e"nfW�o�R;nfxt��n�[dl�_�WXZ�o"p\R�W�§ul�R;W^Q"R�e]W^Q"R~Z�TyU^|
['a¾n�|"p\�

otR�_�e"n�e"��R~TVni�?Z�¢uZ\U^nfT�a�Q?Z\�VQ®Z\U�_���n�e�WXTk_r�?Z\�~WXZ\n�e©W^nin�|"T�Q�§ul�nfW^Q"R�UXZ\U��6P*Q"RYxz|"e"�~WXZ\n�e"U
nfx�_re}§CU^|?o"Wÿ§}l�R�nfx W^Q
RªW�§ul�RMnfx

f
��_re®otR�x�n�|"e
�Cou§°_r�"�"Z\e?��W^Q
Rªl"TVnu�"|"�~W^U�nfx

f
a*Z�W^Q

W^Q"R���nfT^TVR�U^ltn�e
�?Z\e?�]o
Tk_re"�VQ3jml
Z\�^v�R~Tªxz|"e"�~WXZ\n�e"U��
�
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´
TVnfo�_�o"p�§¤a6n�|?p\����n�|"p\��xznfTV[�|?pF_�W^R�_re�R~¢�R�e�U^WXTVn�e?��R~TMTkR�U^|?p�Wªo
|?WªxznfTMe"n�aÇZ�WªZ\UMW^Q"R
otR�U^Wy`X«¬¢�R���nfW���P*Q"R~TVR�_�TVRY_Yp\nfWynfx�nfW^Q"R~T¾Z\e�W^R~TkR�UXWXZ\e?��l"TVnfl�R~T^WXZ\R�U¾nfxtZ\�"R�_�p\U¾nfx�À6nfp�pF_�W^�~j
x�|"e
�~WXZ\n�e"U]a6RC��n�|?p\��UXW^|
�?§��6o
|?Wda6n�e�«¬W�U^W^|"�?§�Q"R�[Âe
n�a�� + e"R°Z\e}W^R~TVR�UXWXZ\e?��W^Q?Z\e"�
a¾n�|?p\��o�R�W^Q
R � |"nfWXZ\R�e}W�T^Z\e?��nfx
_YÀ6nfp�pF_�W^�¾T^Z\e?�ª_�e
��n�e"R¾nfx?Z�W�«�U Z\�"R�_�p\U����8`X«�[Él�_�T^WXZ\��|?pF_�T
��|?T^Z\n�|"U�_�o�n�|?W � |"nfWXZ\R�e}W�TVZ\e?��U]nfx�W^Q"R°x�TVn�[C· $

{[x]}/(f)
a�Q"R~TkR

f
Z\U�_wZ�T^TkR��"|"�~Z�o"p\R

ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p�n�¢�R~T $ �Î�?nfT°Z\e"UXWV_re"��R©a6R�vue
n�aq¢�R~T^§ a¾R~p�pMa�Q
_�W $
[x1, . . . , xn]/(3)p\n}nfv3Usp�Z�v�R�o
|?WYZ�W�Z\Use"nfWsZ\[�[]R��?ZF_�W^R~p�§©�~p\R�_�TªW^n�[]RMa�Q
_�W $

{[x1, . . . , xn]}/(3)
p\n}nfv3U

p�Z�v�Rf�u`��¨|"U^W�v3e"n�a�W^Q
_�W Z�W�Z\U�_6p\nfW�[�nfTVR���n�[dl
p�Z\��_�W^R��Ä�yP*Q"RynfW^Q"R~T W^Q?Z\e?�?��W^Q
_�W�_r�~W^|
_�p�p�§
p\R��CW^n�W^Q?Z\U*UVR��~WXZ\n�e���Z\U*W^Q"R � |
R�UXWXZ\n�e®a�Q"R~W^Q"R~T

R{[x1, . . . , xn]}
Z\U � nuR~W^Q"R~T^ZF_rewZ�x

R
Z\U��

£ TkR~pF_�W^R�� � |"R�UXWXZ\n�e�Z\UyW^Q"R � |
R�UXWXZ\n�e�Z\U8a6RY��n�|?p\�°�"n�_�p���R~o"T²_�Z\�s��R�n�[�R~WXT^§da*Z�W^Q�W^Q"R�UVRx�|"e
�~WXZ\n�e"U���`"U^|
UXl�R��~WÄW^Q
_�W�a6R8��_re�o�R���_r|"U^R8Z�x3§�n�|Mp\nunfvM_�W�W^Q"RyÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U�n�¢�R~T
_���_�p���R~o
Tk_�Z\��_�p�p�§°�~p\n�U^R�����S
R~p\�]W^Q"R�U^R�_�TVR�e"nfW^Q?Z\e?��[]nfTVR;W^Q�_�e�nfTV�?Z\e
_�T^§�l�nfp�§3e"n�[dZF_�p\U��
W^Q"R©|"U^|
_�pªnfo?�XR��~W^UCnfx��~pF_rU^UXZ\��_�p�_�p���R~o
Tk_�Z\����R�n�[]R~WXTV§�� + e _re nfTV�?Z\e
_�T^§�l"T^Z\e"�~Z�l�_�p
Z\�"R�_�p��"n�[�_�Z\e

R
W^Q
R©À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
UwUXWXZ�p�pªo�R�Q
_�¢�R©l"TVR~WXW�§�[�|"�VQ�p�Z�v�R¤nfTV�"Z\e
_�T^§

ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U��
£�e"nfW^Q"R~T � |"R�U^WXZ\n�e®W^Q
_�W*l�nfl
U6Z\e}W^nd[�§�[dZ\e"��Z\U���U^|?l"l�n�U^RYa6R���_reC�"n¤¸X�~pF_rU^UXZ\��_�p\º°_�p½j��R~o"Tk_�Z\�;��R�n�[]R~WXTV§�a*Z�W^Q�À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"UyW^Q"R�ed�"nuR�U
W^Q"R6U^�VQ
R�[]R;nfx
W^Q
R¾��nunfTV�?Z\e�_�W^R
T^Z\e?�]nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�M¢�_�T^Z\R~W�§w��nfT^TVR�UXl�n�e"�®Z\e°W^Q"R�UV_r[�Rsa6_~§®W^niW^Q
_�WYÀ6nfp�pF_�W^��¢f_�T^Z\R~Wÿ§w_rU
W^Q"R���nunfTV�?Z\e
_�W^R�T^Z\e?�]nfx�_i_�¡]e"Rª¢�_�T^Z\R~W�§®�
n}R�U�W^n]_rew_�¡]e"Rª¢�_�T^Z\R~W�§5E
`me�W^Q"R�e
R²þuW;U^R��~WXZ\n�e�a6RYa*Z�p�ptp\n}nfv�_�W6¢�R~T^§�UXl�R��~ZF_�p�À;nfp�pF_�W^�sTVZ\e?��U6e
_r[]R~p�§]W^Q
R�T^Z\e"��nfx
À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U���£�e"�©nfx8��n�|?TVUVR�a6R�a*Z�p�p���Z�¢�R]_dl"TVnfl�R~Tª�"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfx6À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U��
P*Q
_�W]a*Z�p�pYo"T^Z\e"�¥|"U�n�e"R®U^W^R~l��~p\n�U^R~T�W^n�W^Q"R®�"R~S�e?Z�WXZ\n�e nfxM_���R�e"R~Tk_�p�Z\��R��ÉÀ;nfp�pF_�W^�
l"TVnfo"p\R�[�U��

w
õ¹¸ �¾üU�6��~�û��K�.Æ�~K�n�
¯3nYxz_�T�a6R;Q
_~¢�R�n�e"p�§�UXW^|
�?Z\R���À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
UyW^Q�_�W�Z\U8[�_�l
U
xznfTV[

Rn
W^n
R
��`me�W^Q?Z\U

U^R��~WXZ\n�eCa6RYa*Z�p�p�UXW^|"�"§°À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U��yP�Q"R�U^Rs[�_�l
U¾xznfTV[ý_M��R�e
R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�ewW^n�l�nfp�§}j
e"n�[dZF_�py[�_�l
U;�X|"UXW�p�Z�v�RCÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
Uix�nfTk[ _���R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�eJnfx6l�nfp�§3e"n�[dZF_�p\U��
{8|"W;S"TVUXW;a6R�a*Z�p�p���Z�¢�R�_�l
TVnfl�R~T��"R~S
e?Z�WXZ\n�e©nfx�_dÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�lÄ�

Definition 3.35 �Â[2��� F : Rn → Rm �����.�.ABAY�.L°���n;�ABAY�!

���Y[�������< ∀i πi(F) ��

���!
����

���d�%�.;i½.�.��
Y�Y;�� ;�� 

��� i �D

�°�.;¬;��.L¬�����!
��1�>�����/�n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��J"
¿©R�a�Z�p�pyU^Q"n�abW^Q
_�W�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�U�o�R�Q
_~¢�Rd[�|"�kQ©p�Z�v�R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U��d¿¤Rie"n�a
�"R~S
e"Rªa�Q
_�W*Z�W�[]R�_re"U�x�nfTY_dÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�W^nio�Rª[]n�e?Z\�"R�_�p%�
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Definition 3.36 �Â�n;�ABAY�!

���Y[2���2���n�:�.�YL/
�;z84�Z[2;��5�YL5�.�.A	�?;TST��� I �-��< ∀i Fi := πi(F)������[2;��5�YL5�.�.A��n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��§;�ST��� I "
¿©R�a*Z�p�pd_�p\U^n$R²þ3W^R�e"� n�|?Tw�"R~S�e?Z�WXZ\n�e'nfxiR � |?Z�¢�_�p\R�e"��R�x�TVn�[ À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U¤W^n
À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U��

Definition 3.37 ���Z�.�.ABA�
?PZ;��n;�ABAY�!

��[2���%� F ����L G �.N5���6S��:AY���U
���< Fi ���Q�.N5���6S��:AY���U
�?�.�C�7�.;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��O�(
�; Gi <?;����.ABA i "
¿©RMa*Z�p�p�U^WV_�TVW�n�|?T�U^W^|"�?§°nfx�À;nfp�pF_�W^��j�[�_�l
U�a*Z�W^Q�_rewR�_�U^§�p\R�[�[�_}�

Lemma 3.38 �£��
 F 85�@�°�n;�ABAY�!

���Y[����Â

�����=

�����.�����@�°�n;�ABAY�!

���Y[���� G 

���!
]���[2;��K�YL5�.�.An;TST���z���2�YL5�.�.A I ����L Fi ���C�.NK���6S��.AY���h
�
�; Gi <6;����.ABA i "
Proof:

³�R~W
Fi
o�R�_d[�n�e?Z\�"R�_�p�n�¢�R~T

Ii
W^Q"R�e�a6R���_�e�WV_�v�R

I =
m
⋂

j=1

Ij
_re"���X|"UXWsWV_�v�R

Gi = Fi|I
�

�

¿©RY��n�|?p\��e"n�a��
n�a�Q
_�W¾a¾R�Q
_~¢�Rs�"n�e"RYU^nMxz_�Tye�_�[�R~p�§]U^Q"n�a�W^Q
_�WyW^Q"RsÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U
n�¢�R~T

I
x�nfTk[4_][]nu�"|?p\R�R~W^��R~W^R~Tk_°_re"��S
e
_�p�p�§©�"R~S
e"Ri_iTVZ\e?�°UXWXTV|"�~W^|?TkR�n�e�W^Q"R�[4o
|"W

a¾Rªa�Z�p�p UXvuZ�l¤_�p�p�W^Q
_�W�_re"�®U^WV_�W^RMW^Q"Rªxznfp�p\n�a*Z\e"��W^Q
R�nfTVR�[C�

Theorem 3.39 ,-���p�n;�ABAY�!

���Y[����%�Q<«��;�[ Rn 
�; Rm <?;���[r�Z�����OI'����L����R���.;�[2;����%�5�Y�
�; (R{[x1, . . . , xn]})m *�[2;�LU��AY;��.N5���6S��.AY�����.���.��AY�!
Y�Y;��¯I!�6ST���M���XL5��34�K�6
Y�Y;�� ¦ " ¦5Ü "
Proof:

��Z�TVUXWªa6R]e"nfW^RiW^Q�_�W�o}§©TV|"p\R�UMnfx6o�_rUXZ\��_�p���R~o"T²_�W^Q
_�W
(R{[x1, . . . , xn]})m

Z\U
_]TVZ\e?�?��U^nC_�p�p�a6RiQ
_~¢�R]W^n�l"TVn�¢�RdZ\UªW^Q
_�W�R~¢�R~T^§¤R~p\R�[]R�e}W�Z\e

(R{[x1, . . . , xn]})m
Z\UM_

À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l _re"�¥W^Q
_�W�R~¢�R~T^§�À;nfp�pF_�W^��j�[�_�l�Z\U�nfx*W^Q?Z\U�x�nfTk[C�©{y|?W�W^Q?Z\U�Z\U�nfo}¢uZ\n�|"U
otR���_r|"UVR

F = (F1, . . . , Fm)
W^Q?Z\U¾Z\U;nfou¢}Z\n�|
U*_�e�R~p\R�[�R�e�W*nfx

(R{[x1, . . . , xn]})m
n�e�W^Q"R

nfW^Q"R~TyQ
_re"�dZ�W�Z\U�nfou¢}Z\n�|"UyW^Q
_�Wy_re}§�R~p\R�[�R�e�W¾nfx
(R{[x1, . . . , xn]})m

Z\U�nfx�W^Q"R6TVR � |?Z�TVR��x�nfTV[®�
�

¿©RMa*Z�p�p�e
n�a UXWV_�W^R�W^Q"R�[�n�UXW;Z\[dl�nfT^WV_re}W*TVR�U^|"p�W�U^n�x%_�T��

Theorem 3.40 �	��
 F 84���C�d;�ABAY�9

���Y[2����<��.;�[ Rn 
�; Rm ����L G 85�����n;�ABAY�!

���Y[2���<«�.;�[ Rm 
�; Rp 

����� G ◦ F �����/�n;�ABAY�!

���Y[�����<��.;�[ Rn 
�; Rp "Z�]��L (G+H) ◦ F =

G ◦ F+H ◦ F ����L GH ◦ F = (G ◦ F)(H ◦ F) "
jÿc9��j ß Ý}Õ�Õ�Ô�à¨áVâ^Ü?ÙXÝ3ØuÕF×rã�ä
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Proof:
³�R~W

F
o�R�_�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�x�TVn�[

Rn
W^n
Rm

_�e
�
g
_�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�x�TVn�[

RmW^n
Rp
��Z�W�Z\U�nfx���n�|?TVU^R�nfou¢}Z\n�|"UdW^Q
_�Wia¾R���_re¥WV_�v�R�W^Q
R���n�[]l�n�UXZ�WXZ\n�eJnfx�W^Q
R�U^R�W�a6n

x�|"e
�~WXZ\n�e"U�Z\e�W^Q"R�U^R~W¨jmW^Q"R�nfTVR~WXZ\��_�psU^R�e"U^Rf��o�|?W�Z�x�a¾R�a;_�e}WiW^Q?Z\U�W^nwo�R�À6nfp�pF_�W^�°W^Q
R�e
a¾Ri[�|"UXWªx%_r�~W^nfT�Z�WMn�¢�R~T�_re¤Z\�"R�_�p¾_re"��S
e"�¤W^Q"Ri��nfTVTVR�UXl�n�e"�?Z\e?�©À6nfp�pF_�W^�]U^R~W^U��iP*Q"Z\U
a*Z�p�p�o�R�n�|?Tª��TVR�_�W^R�UXWM�kQ
_�p�p\R�e?��Rf�
p\R~W�|"U�_rU^U^|"[�R�W^Q�_�W

F
Z\U��"R~S�e"R��¤n�¢�R~T

I
_�e
�

G
Z\U

�"R~S
e"R���n�¢�R~T
J
�8{¾_rU^R���n�e]W^Q"Z\Uya6RYQ
_~¢�RsW^nM�
R~W^R~TV[dZ\e"RYW^Q"R�TVR�U^|?p�W6nfx

F(p)
[]nu�"|?p\n

J
�

U^ndW^Q
_�Wsa6RMv3e"n�a'a�Q?Z\�VQ©o"T²_�e
�VQ©nfx
F
a6R�Q
_~¢�R�W^n���n�[dl�n�U^R�a�Z�W^Q©a�Q?Z\�VQ©o
Tk_re"�VQ©nfx

G
�sP*Q"R�U^nfp\|?WXZ\n�e�Z\U � |?Z�W^RiU^Z\[dl"p\Rf��a6R�WV_�v�R�TkR~l"TVR�U^R�e}WV_�WXZ�¢�R�U�nfx�W^Q
R�TkR�UXZ\�"|"R��~pF_rU^U^R�Unfx
IJ
_re"�©e
_r[�R�W^Q"R�[

p1, . . . , pq
_re"�©�"R~W^R~TV[]Z\e"R

ri = f(pi) (
[�n}�

J)
�tp\R~W

si ≡ pi
(
[�n}�

I)
W^Q"R�e

G(F(p)) = dJ(Gri(dI(Fsi(p))))
Z�x
p ≡ pi (

[]nu�
IJ)
�*P*Q"RMl"TVnunfx�x�nfT

W^Q?Z\U8Z\U � |?Z�W^R�U^Z\[dl"p\Rf�3a6R*a*Z�p�ptl"TVn�¢�R�Z�Wyx�nfT
m = 1

UVn
F
Z\U6_ªUXZ\[]l"p\RYÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�eÄ�

W^Q
_�W�[�_�v�R�U�Z�WMR�_rUXZ\R~T�W^n°WV_�p�vÁ_�o�n�|?WMW^Q"Rdo"Tk_re"�VQ
R�U��
x�nfT
m > 1

a¾R���_�e¥_�l"l"p�§�W^Q"R
UV_r[]RYTVR�_rU^n�e?Z\e?��n�e

πi(F)
xznfT�_�p�p

i
_re"�°W^Q
R~TVR~x�nfTkRsa¾Rª��_re®_�l"l"p�§�Z�W;W^n

F
Z�W^U^R~p�x�� � n�a

Z�xya6RiR~¢f_�p\|
_�W^R
F
Z\e
p
_re"��a¾Rd_rU^U^|
[]R�W^Q
_�W

p ≡ pi (
[�n}�

IJ)
W^Q"R�e¤a6Rde"nfW^R�W^Q
_�W

Fsi(p)
Z\Us�"R~W^R~TV[]Z\e"R��¤|?l©W^n°_�e©R~p\R�[�R�e�W�nfx

IJ
��UVn

dI(fsi(p))
Z\Uª�
R~W^R~TV[dZ\e"R��¤|"l�W^n

_�e�R~p\R�[�R�e�W*nfx
J
_rU¾a6_rU6TVR � |?Z�TVR��Ä�8£*��_�Z\e�Z�x

m > 1
a6Rs��_re�_�l"l
p�§�W^Q?Z\U*_�T^��|
[]R�e}W¾W^n

πj(F(p))
_re"�CW^Q
R~TVR~x�nfTkR�W^n

F(p)
� � n�a a6R�_�TVR�Q�_�p�x�a;_~§®W^Q"R~TkRf��o
|"W*a¾Rf«¬TkR�e"nfW � |?Z�W^RW^Q"R~TVR�§�R~W��3U^Z\e"��RYW^Q"R���n�[]ltn�U^Z�WXZ\n�e°nfx

gri
a�Z�W^Q

F(p)
Z\U6_�p�pto
|?W¾ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p%��Q"n�a6R~¢�R~T

UXZ\e"��Rªa6RªU^|?o
U^WXZ�W^|?W^R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"UsZ\eCltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U�a6RªU^R�RsW^Q
_�W*W^Q"RsTVR�UV|?p�W;Z\U�_
À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e¥�mnfT*[�_�l��yUXZ\e"��RªW^Q
R�U^Rª_�TkRª�~p\n�U^R��®|"e
�"R~T�_r�"�?Z�WXZ\n�e���[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e
_�e
�¤U^��_�pF_�T�[�|"p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e�o}§

R
��¯3n�a¾Ri��_re¤S�e"�¤_�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l

H
n�¢�R~T

I
�.Ý6Þ

(gri)_�e
��a¾Rsv3e"n�a­W^Q
_�W
H(p) ∈ Jm

ou§���n�e"U^WXTV|"�~WXZ\n�e®nfx
H
U^n
dJ

��_re"U6WXZ�p�p�otRs_�l"l"p�Z\R��wW^n
Z�W��6¯3n�a6R�U^R�RªW^Q�_�W

G ◦ F
Z\U��m��R~T^WV_�Z\e?p�§"�Y_dÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l©n�¢�R~T

J(I) ß£à�á i( �.Ý6Þ (gi)) �
� n�a±a6R°a6_re}W�W^n�l"TVn�¢�Rw��n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e�a*Z�W^Q

F
Z\e"�"|"��R�U�_©R�e"�"n�[�nfT^l
Q?Z\UV[C�¾W^Q?Z\U]Z\U

nfo}¢uZ\n�|"U;o�R���_r|"U^RsxznfT6ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U*a¾RªQ
_�¢�RsW^Q
_�W
(g+h) ◦ f = g ◦ f+h ◦ f

_re"��W^Q"R
UV_r[]R¾x�nfT�[�|?p�WXZ�l
p�Z\��_�WXZ\n�eÄ� � n�a

πi((G+H)◦F) = (πi(G)+πi(H))◦F = (d((Gi)j)+

d((Hi)j))◦F = d◦((Gi)j+(Hi)j)◦F = d◦((Gi)j◦F+(Hi)j◦F) = πi(G◦F+H◦F)
�

P*Q"R*UV_r[�R*Q"nfp\�"Uyx�nfT¾[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e���o
|?W8W^Q"Z\U8Z\U8l"TVnfo�_�o"p�§�_�p�p�_ª�?Z�TVR��~W6��n�e"U^R � |"R�e"��Rnfx R~p\R�[�R�e�WV_�T^§®��_�W^R~��nfT^§®W^Q"R�nfT^§��
�

P*Q"R~TVR�Z\UM_re"nfW^Q
R~TMa;_~§�nfxyl
TVn�¢uZ\e?�®W^Q�_�W���n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e¥Z\e"�"|"��R�U�_re�R�e"�"n�[�nfT^l
Q?Z\U^[®�
e"nfWXZ\��R]W^Q�_�W���n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e¥Z\e"�
|"��R�Ui_�[�_�l

∀i xi 7→ πi(F)
� � n�aýe"nfWXZ\��R�W^Q
_�W�UV|"�VQ

[�_�l
U�_�p�a;_~§3Usl"TVR�U^R~T^¢�R�[�|?p�WXZ�l"p�Z\��_�WXZ\n�e¥_re"�©_r�"�?Z�WXZ\n�e���U^n]a¾RMZ\[][�R��?ZF_�W^R~p�§wU^R�RMW^Q
_�W
W^Q?Z\U¾Z\U6_re�R�e"�"n�[�nfT^l
Q?Z\UV[C�3UXZ\e"��RYZ\e�l�_�T^WXZ\��|?pF_�T*a6R�Q
_�¢�R

0 ◦ F = 0
�
1 ◦ F = 1

_re"��a¾R
vue"n�a$W^Q
_�W�W^Q
R;��n�[dl�n�UXZ�WXZ\n�e�nfx
W�a6n�À;nfp�pF_�W^��j�[�_�l
U�Z\Uy_���_�Z\e�_ªÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�lÄ��¿¤R;a*Z�p�p
e"n�aJp\nunfvi_�W8_�UXZ\[]l"p\R;R²þ?_r[]l"p\R6Z\eia�Q?Z\�kQdW^Q"R6��n�[]ltn�U^Z�WXZ\n�e]nfx
W^Q
R6W�a6n�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U
Z\U�e"nfW�U^Z\[dl"p�§�W^Q"Rªo
Tk_re"�VQ3jma�Z\U^R���n�[]l�n�UXZ�WXZ\n�e��
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38 COLLATZ RINGS
À;Q
_�l"W^R~T�c

Example 3.41

f(n) =






6n + 6

2
n ≡ 1 (

[]nu�
2)

6n

2
n ≡ 0 (

[]nu�
2)

g(n) =






n+ 2

3
n ≡ 1 (

[]nu�
3)

n+ 1

3
n ≡ 2 (

[]nu�
3)

n

3
n ≡ 0 (

[]nu�
3)

�/��34����
���S��.A?���!
�� f ���=

���z�Z;����h

� 0 * 1 * 2 * 3 * 4 ����L 5 [2;�LU��AY; 3 "ª���(�:�.�M

���!

f(0) ≡ 0 (

[]nu�
3) * f(1) ≡ 0 (

[�n}�
3) * f(2) ≡ 0 (

[�n}�
3) * f(3) ≡ 0 (

[]nu�
3) *

f(4) ≡ 0 (
[�n}�

3) ����L f(5) ≡ 0 (
[]nu�

5) "ÕÁh; PZ���.�.�x

���!
@PZ�M;��5AWV)���.�.L=

���8��.������� g0 ;�< g "�H?<^PZ�7L5��
�����[����%� g ◦ f PZ�C�:�.�(

���!
�P-�>IK��
�

���/�d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;��

���!
-�����.N5���6S��.AY���h
>
�;  

h(n) =






2n + 2

2
n ≡ 1 (

[]nu�
2)

2n

2
n ≡ 0 (

[]nu�
2)

�/��ABAn����
����.ABAWV�V5;¬�xP-;¬��AYL/IK��
 h|(6) P-�K�Y�D�2V5;¬�xPQ�BABA»�.�.�.;.I\�K�����z�.��

�����.����
Y���Y��
Y�Y;���;�<
h 
�; (6) ����L¯

�%���.��<6;����]�.����AY���.���6
�8:V 

�%�C�.NK�9�6S��.AY���U
��d;�ABAY�9

���Y<��9�%��
Y�Y;�� h "
¿©R�_�TVR�e"n�a Z\e�_�l�n�UXZ�WXZ\n�e©W^n�UXW^|"�?§°W^Q"RMo�R�Q
_~¢uZ\nfTsnfx
W^Q"R

3n + 1
jml"TVnfo"p\R�[._re"�wa¾R

��_�ewU^R�R�Q"n�aÉa6R���_reC��R�e
R~Tk_�p�Z\��RMW^Q"Z\U��yP*Q"Z\U;Z\U*W^Q"R���n�_�p
nfx W^Q"R�e"R²þ3W��kQ
_�l"W^R~T��
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Chapter 4
â I ë I H�L�lyñ	o'I.î k ímlnl�L ìporq@ã HJíåäæl�Ièç s

¯3nªx%_�Tya¾R�Q
_~¢�Rsn�e?p�§dxznfTV[�_�p�Z\��R���_re"�]��R�e"R~Tk_�p�Z\��R���W^Q"R
3n+1

jmx�|
e"�~WXZ\n�e�o
|?Wya¾R�Q
_~¢�R
W^nfWV_�p�p�§�Z���e"nfTVR���W^Q"RMl"TVnfo"p\R�[±l�_�T^W��*P�Q
_�W�Z\U�a*Z�W^Q�W^Q"R

3n + 1
jml"TVnfo
p\R�[4a¾R�p\n}nfv�_�W

W^Q"R�Z�W^R~T²_�WXZ\n�e
U*nfxÄW^Q"R
3n+ 1

jmx�|
e"�~WXZ\n�e��*{8|"W8W^Q"R���R�e"R~Tk_�p�Z\��R��°¢�R~TkUXZ\n�e°nfxÄW^Q"R
3n+ 1

j
x�|"e
�~WXZ\n�eÁ��n�|?p\�¥e"nfW�otR�Z�W^R~T²_�W^R��Ä� xznfT^W^|"e�_�W^R~p�§ÁZ\e�W^Q"RdpF_�U^W�U^R��~WXZ\n�e�nfx6W^Q"Ril"TkR~¢}Z\n�|"U
�VQ
_�l"W^R~T¾a¾R��"R~¢�R~p\nfl�R���W^Q"R*e"nfWXZ\n�e�nfxÄ_�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�lÄ�¾À;nfp�pF_�W^��j�[�_�l
Uyx TVn�[

Rn
W^n
Rn��_�e©o�R�Z�W^R~Tk_�W^R��Á_re"�©a�Q
_�WYZ\UMR~¢�R�e¤o�R~WXW^R~TªW^Q"R�Z�W^R~Tk_�WXZ\n�e�nfx¾U^|"�VQ�_�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
F��Z�¢�R�U8T^Z\UVR;W^n�_�xz_r[dZ�p�§dnfxÄÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�U�x�TVn�[

Rn
W^n
Rn
��e
_r[�R~p�§

F
�
F(2) � F(3) ���������8¯3nZ\e°W^Q"RªS"TkUXW;U^R��~WXZ\n�e®a6Rªa*Z�p�p�x�nfTk[�_�p�Z\��RªW^Q?Z\U�nfo
U^R~T^¢�_�WXZ\n�e��;`me°W^Q"RªUVR���n�e"�®U^R��~WXZ\n�ewa6R

a*Z�p�p�[�_�v�R�UVn�[]R�nfo
UVR~T^¢f_�WXZ\n�e"U�W^Q
_�W�a*Z�p�p�_�p�p\n�aÇ|
U�W^n�[�_�v�RMW^Q
RM|?p�WXZ\[�_�W^Ri_�p���R~o"Tk_�Z\�
��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e�nfx W^Q"R

3n + 1
jml"TVnfo"p\R�[®�

¸yõXô Ö²û²÷Ka.~�û¨ú�ùRb��¾üU�6�D~�û��5�.Æ�~O�n�
`meCW^Q"Z\U�U^R��~WXZ\n�e©a6R�a�Z�p�p�xznfTV[�_�p�Z\��R�W^Q"R

3n + 1
jml
TVnfo"p\R�[±Z\e®W^R~Tk[]U�nfx8À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U��

¿©Rsv3e"n�a­W^Q
_�W*a6Rª��_re°Z�W^R~Tk_�W^R�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U*ou§�W^Q
RspF_�U^W*W^Q"R�nfTVR�[ nfx W^Q"Rsl"TkR~¢}Z\n�|"U
�VQ
_�l"W^R~T��6`me°W^Q"Z\U�U^R��~WXZ\n�ewa6R�a*Z�p�p���Z�¢�RMW^Q"R�o�_rUXZ\�M�"R~S�e?Z�WXZ\n�e"U��
¿©R�a*Z�p�p U^WV_�TVW*a*Z�W^QwW^Q"R��"R~S
e"Z�WXZ\n�e�nfx�_�S?þ?R��Cl�nfZ\e}W��

Definition 4.1 �£��
 F 84�'�2�n;�ABAY�!

���Y[�����<«��;�[ Rn 
�; Rn 

�����§P-�7�.�.ABA p ∈ Rn �3K0h�.L7�Z;����h
^;�< F ��< F(p) = p "
¿ Q"R�e�a¾RdU^W^|"�?§©l�nfp�§ue"n�[]ZF_�p\UMa6R]_�TVRiZ\eÁ[]n�UXW���_rU^R�UMZ\e�W^R~TVR�U^W^R���Z\e�W^Q"Rd��R~TVn�U�_�e
�
UXZ\e"��RMÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"Us_re"�®À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�U;o�R�Q
_~¢�RsZ\e®_�¢�R~T^§�U^Z\[dZ�pF_�T*a;_~§�_rU6l�nfp�§}j
e"n�[dZF_�p\U�a6R6��n�|?p\��a¾n�e
�"R~T�Z�x"a6R;U^Q"n�|?p\�iU^W^|"�?§MW^Q
R¾��R~TVn�U
nfx"W^Q"R�U^R¾W�§ul�R�U�nfx
xz|"e"�~WXZ\n�e"U
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40 GENERALIZED COLLATZ-PROBLEMS
À6Q
_�l"W^R~T é

_�U*a¾R~p�p%� + x���n�|"TVU^RsW^Q"R�_re"UXa6R~T�Z\U*§�R�U*o�R���_r|"U^Rsa6R���_reC�"R~S
e"RsW^Q
RsWXTk_re"UXpF_�WXZ\n�e©[�_�l
nfx
F
�

Definition 4.2 �/��L5��3h���^

����
Y���.�4�1AY�!
Y�Y;��([2��� T (F, k) � k ≥ 1 ��;�<��C�n;�ABAY�!

���Y[2���
F <«��;�[ Rn 
�; Rn 
�;�84�   T (F, k)(p) := F(k)(p) − p "p·U;��z��3K0U�.L k PZ�z�.�.ABA T (F, k)

��� kth �D
Y�.���5�1AY�!
Y�Y;��°[2����;�< F "
� nfWXZ\��R�W^Q
_�WMxznfT�_�p�p

k ≥ 1
W^Q"R

kth
jmWXT²_�e
UXpF_�WXZ\n�eJ[�_�l�nfx

F
Z\U�_CÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�UXZ\e"��R

otnfW^Q
F(k) _re"�

p
_�TVRf�È�"|?T^W^Q"R~TV[�nfTVR

T (F, k)(p) = 0
Z½¼
p
Z\Uw_¥S?þ?R�� l�nfZ\e}Wwnfx

F(k) ��£�e"nfW^Q"R~TªZ\e}W^R~TVR�UXWXZ\e"��nfo
UVR~T^¢f_�WXZ\n�e�Z\UªW^Q
_�WªZ�x F Z\U�_°À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�n�¢�R~T I W^Q"R�e
F(k) ∈ (RI{[x1, . . . , xn]})n

�*¿¤R�a*Z�p�p�e"n�a'�"R~S�e"RMW^Q
R��~§3�~p\R�UXWXTV|"�~W^|?TkR�_rU^U^nu�~ZF_�W^R��¤W^n
_dÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l

F
�

Definition 4.3 �/�]L5��34����

���^�DV���AY����
Y�T����
����.� C(F) �.���:;¬���Y�!
��.L�
�;C�'�n;�ABAY�!

���Y[����
F <«��;�[ Rn 
�; Rn 
�;¨84�@�2�.;¬�9�h
��\8�AY�2�.;�ABAY�.��
Y�Y;��Õ;�<]�.;�ABAY�.��
Y�Y;��5� Ck ;�<�34�K�6
��/�DVU��AB�Y�;��.L5���.�.L/�.;�ABAY�.��
Y�Y;��5� C ;�<5�Z;����h

�];�< Rn �����D�¨

���!
R��< Ck ∈ C(F) ����L C,C ′ ∈ Ck 

�%���Ø (C) = Ø (C ′) = k �.�%L C ∩ C ′ = ∅ ;�� C = C ′ "¨����L°��< c1, . . . , ck ∈ C 

�����
ci+1 = F(ci) ��< i < k ����L c1 = F(ck) "
¯3nsW^Q"R;�~§3�~p\R�UXWXTk|"�~W^|?TVR*_rU^U^nu�~ZF_�W^R���W^n

F
Z\UyR²þ?_r�~WXp�§da�Q
_�W�§�n�|da6n�|?p\��R²þul�R��~W��}e�_�[�R~p�§

W^Q"Rd��nfp�p\R��~WXZ\n�e�nfx;_�p�pyW^Q"Ri�~§3�~p\R�U�Z\e
�"|"��R���ou§©Z�W^R~Tk_�WXZ\e?�
F
_re"��Z\e¤l�_�T^WXZ\��|?pF_�T�Z�x

p ∈

C ∈ Ck ∈ C(F)
W^Q"R�e

T (F, k)(p) = 0
a�Q?Z\�VQ�[�R�_re"UYW^Q
_�WYW^Q
RMl�nfZ\e}W

p
Z\UYZ\e�_d�~§3�~p\R

nfx p\R�e"��W^Q
k
Z½¼¤Z�W*Z\UY_�S?þ3R��®l�nfZ\e�WYnfx

F(k) �
� n�aÇo�_rUXZ\��_�p�p�§�W^Q"R�U^Ri_�TVRd_�p�p�W^Q"Ri�"R~S
e"Z�WXZ\n�e"U�a6Rie"R�R�����W^Q"R���R�e
R~Tk_�p�l"TVnfo"p\R�[ _�UVU^nrj
�~ZF_�W^R��¥W^n�_CÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l

F
a*Z�p�p6o�R�W^n®�"R~W^R~TV[]Z\e"RdW^Q
R]�~§3�~p\R�UXWXTk|"�~W^|?TVR]_rU^UVn}�~ZF_�W^R��

W^n
F
� � n�a o�R�UXZ\�"R�U*��R�e
R~Tk_�p�Z\��Z\e?�°W^Q"R

3n + 1
jml"Tknfo"p\R�[±a¾R�Q
_~¢�R�e"nfW�[�_��
R�[�|"�VQ�nfx

_C�?Z½¼�R~TVR�e"��R�o�R���_r|"U^R�Z\e¥��R�e"R~Tk_�p;W^Q"R�U^R�l"TVnfo
p\R�[]U�_�TkR�_�W�p\R�_rUXWd_�U���n�[]l"p�Z\��_�W^R��$_rU
W^Q"R�nfT^Z���Z\e
_�p%��`yo�R~p�Z\R~¢�RiW^Q
_�WsW^Q"R�UVnfp\|?WXZ\n�e�W^n�W^Q"R�nfT^Z���Z\e
_�p�l"TVnfo
p\R�[qU^Q"n�|?p\�©e"nfWso�R
U^n�|?��Q}WªZ\e©W^Q"R�U^R���R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U�o
|?WsZ\e©W^Q"R�T^Z\e"��U^WXTV|"�~W^|?TVR�W^Q
_�Wsa6RiQ
_~¢�Ri�"R~S
e
R��
n�eCW^Q"R�À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"Uif�À6nfp�pF_�WV�~j�[�_�l
U��
µ
¢�R�e]W^Q
n�|?��Qda6R�Q
_�¢�R���n�[]R�_�p\n�e"�Ma;_~§ix Tkn�['W^Q"R*nfT^Z���Z\e�_�ptl"Tknfo"p\R�[ba6R�_�TVR;e"nfW8§�R~W
_�Wªn�|?Ts�"R�UXWXZ\e�_�WXZ\n�eÄ��`me�x%_��~Wsa6RMa�Z�p�p���Z�¢�R]_d�"R~S�e?Z�WXZ\n�e�nfx¾À6nfp�pF_�W^�~jml
TVnfo"p\R�[]U�a�Q?Z\�VQ
a¾R���n�|?p\��Q
_~¢�R���Z�¢�R�e�TVZ���Q�Wi_�W�W^Q"R�o�R~��Z\e"e?Z\e?�¤nfx*W^Q"Z\U�_�T^WXZ\�~p\Rf�©P*Q
_�W�Z\UMZ�W�a*Z�p�p;o�R
x�nfTV[�|?pF_�W^R���l�|?TVR~p�§�Z\e�W^Q
R�pF_re?��|�_���R®nfx*o�_rUXZ\�C_�p���R~o"Tk_©_re"���"nuR�U^e�«¬Wi|"U^R°_re�§uW^Q?Z\e?�
W^Q
_�W�a6RªW^Q"n�|?��Q}W�|?l�U^n�x%_�T��
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¸yõ6_ é�ù�~Rê%�?û�a.~»}�ûp~4�6b�÷�êRa.~
ú�}�×�÷3ø8ù�úVû¨úVüÄù
£�U l"TVn�[]Z\U^R���Z\e�W^Q?Z\U�U^R��~WXZ\n�e]a¾R¾a*Z�p�p
��Z�¢�R;W^Q"R6[]n�UXW
��R�e"R~T²_�p
_re"�d_�o
U^WXTk_r�~W��"R~S
e?Z�WXZ\n�e
nfxÄÀ;nfp�pF_�W^��jml"TVnfo"p\R�[�U6W^Q
_�W¾`���n�|?p\����n�[�R�|?l�a*Z�W^Q���P n���R~WyW^n�W^Q?Z\U¾�"R~S
e?Z�WXZ\n�e�a6R*a*Z�p�p
[�_�v�Ri_ixzR~abUXZ\[dl"p\R�nfo
U^R~TV¢f_�WXZ\n�e"UMo�_rU^R��¤|?l¤n�e�W^Q"R�W^Q"R�nfT^§®a6R�Q
_~¢�Ri�"R~¢�R~p\nfl�R��ÁU^n
xz_�T��?o
|"W*W^Q"RªS
e�_�p��"R~S
e?Z�WXZ\n�e�a*Z�p�p
n�e?p�§C|"U^RsW^R~Tk[]U*nfx
o�_rUXZ\�M_�p���R~o"T²_��
¿©R�a*Z�p�p U^WV_�TVW*a*Z�W^Q©_�U^Z\[dl"p\R�nfo
U^R~T^¢�_�WXZ\n�e���e�_�[�R~p�§°Z�x

p ∈ Rn
W^Q"R�e

p ∈

(R{[x1, . . . , xn]})n
�ÄW^Q?Z\UMZ\UM��n�[dl
p\R~W^R~p�§�nfo}¢uZ\n�|"U��2�?|?TVW^Q"R~TV[]nfTkR�a¾Rdnfo�U^R~T^¢�RdZ�x

p
_�U

otR~xznfTVR�_�e
�
G ∈ (R{[x1, . . . , xn]})n

W^R�e
p ◦ G = p

�CP*Q?Z\U�UXWV_�W^R�[]R�e}W�Z\U�o�_rUXZ\��_�p�p�§
UV_~§uZ\e?��W^Q�_�W�W^Q"R8��n�[]l�n�UXZ�WXZ\n�ei_6x�|
e"�~WXZ\n�e

g
a*Z�W^Q�_;��n�e"UXWV_re}W�xz|"e"�~WXZ\n�e

p
Z\U _6��n�e
UXWV_re�W

[�_�lÄ�
¯?n*a6Ry��_re�TVR~xznfTV[�|?pF_�W^R
F(k)(p) = p

W^n
F(k)(p) = p(F(k))

� P�Q?Z\U _�p\[�n�UXW�WXTVZ�¢}ZF_�p
TVR�UXWV_�W^R�[]R�e}WsZ\Us¢�R~T^§®l�n�a6R~T^xz|?p�_re"��a¾R�e"n�aÇ_�TkR�_�p\[]n�U^WYTkR�_��"§CW^n��"R~S
e"R�_i��R�e"R~T²_�p
À6nfp�pF_�W^�~jml"TVnfo"p\R�[®� � nfWXZ\��R¾W^Q
_�W Z\e�W^Q"R�nfTVR�[bcu� é\G a¾Ryl"TVn�¢�R���W^Q
_�W
��n�[]l�n�UXZ�WXZ\n�e��%x Tkn�[W^Q"RsT^Z���Q}Wk�¾a*Z�W^Q®_iÀ6nfp�pF_�W^�M[�_�l°Z\e"�"|"��R�U�_reCR�e
�"n�[]nfT^l�Q?Z\U^[C� � n�aÉa¾Rª��_re°��Z�¢�RMW^Q"R
��R�e"R~Tk_�p��"R~S�e?Z�WXZ\n�e©nfx�_iÀ6nfp�pF_�W^�~jml
TVnfo"p\R�[q_rU^U^nu�~ZF_�W^R��wW^ndW^Q"R�R�e"�"n�[�nfT^l
Q?Z\UV[

F
�

Definition 4.4 �£��
 R 84�¨�¨�����OIª����L F ∈ ±Q��L (R) 

�����Î

�����n;�ABAY�!

���B�%�.;¬8�AY��[�.���:;¬���Y�!
��.L F ���¨

���7�%�.;¬8�AY��[ë;�<>34��L¬���OIª�:ABA G ∈ ±Q�%L (R) �������Â

���!
 G(F(k)) =

F(k)(G) <6;����:;�[2� k ≥ 1 "
¯3nso�_rUXZ\��_�p�p�§�a6R;p\nunfvdxznfTy_�p�p
W^Q"R�R�e"�"n�[]nfTVl
Q?Z\U^[�U

G
U^|"�VQ�W^Q
_�W�W^Q"R~§d��n�[�[�|?W^R;a*Z�W^Q

F(k) x�nfTs��R~T^WV_�Z\e k ��`%W�Z\UYnfou¢uZ\n�|"UsW^Q
_�WsW^Q?Z\Us�"R~S
e?Z�WXZ\n�e©Z\Us��n�[dl�_�WXZ�o
p\R�a*Z�W^Q�W^Q"R�n�e
Ra¾R�Q
_~¢�R���Z�¢�R�e�o�R~xznfTVR�Z�x*a¾R�WV_�v�R
R = S{[x1, . . . , xn]}

x�nfT�U^n�[�R]Z\e}W^R~��Tk_�p��"n�[�_�Z\e
S
_re"�JZ�x�a6R°n�e?p�§�p\nunfv�_�WiW^Q"R°��n�e
UXWV_re�W�R�e"�"n�[]nfTVl
Q?Z\U^[�UiW^Q
_�Wd��n�[][�|?W^R�a*Z�W^Q�_

Z�W^R~Tk_�WXZ\n�e�nfx
F
�

� n�a e"nfWXZ\��RMQ
n�a6R~¢�R~T�W^Q
_�W*a6R�e"n�p\n�e"��R~TYQ
_�¢�R�U^|"�kQw_�o�R�_�|"WXZ�x�|?p �~§u�~p\R�UXWXTV|"�~W^|"TVR�_rU
a¾RªQ
_r�°xznfT*W^Q"Rsl
TVnfo"p\R�[]U*Z\e°W^Q"Rªl"TkR~¢}Z\n�|"U�U^R��~WXZ\n�ewotR���_r|"UVRsa¾R�e
nfW;p\n�e?��R~T�e"R�R��®W^n
Q
_~¢�RªW^Q
_�W

F(n) ◦G = G
Z�x
G ◦ F(n) = F(n) ◦G

�3Z\e°x%_r�~W;W^Q
_�W;a¾n�e�«¬W*Q
nfp\�°Z\e°��R�e"R~Tk_�p%�
Æ*n�a6R~¢�R~TsZ�x

G ◦ F(n) = F(n) ◦G
W^Q"R�e

F(i) ◦ G
��n�[�[�|?W^R�U*a*Z�W^Q

F(n) xznfTY_�p�p i �
¯3n*Q"R~TVR�a¾RyQ
_~¢�R¾Z�W��fW^Q"R8[�n�UXWÄ��R�e"R~Tk_�p?_�p���R~o"Tk_�Z\�¾��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e]nfx
À6nfp�pF_�W^�~jml"Tknfo"p\R�[]U
W^Q
_�W�`���n�|?p\�w��n�[]Rª|?l°a*Z�W^QÄ�
Z�W�«�U;W^nun�o�_r�®`�Q�_��CW^n�a6_�Z\UXW�_�o�n�|?W*xznfT^Wÿ§�l�_���R�U�W^n���R~W
W^Q"R~TVRiW^Q"n�|"��Q���`me�W^Q"Rde"R²þ3W��kQ
_�l"W^R~T�a6Ria*Z�p�pyp\n}nfv¤o�_��Vv¤W^n°a�Q
_�W�a6R]�"Z\�¤Z\e�W^Q"R�UVR
x�nfT^Wÿ§il�_���R�U;_�e
�da6R*a*Z�p�pÄ_�p\U^n�p\n}nfv�_�WyW^Q"R*W^Q?Z\e"��U8W^Q
_�W6UXWXZ�p�pt��_�e�o�R�frU^Q"n�|?p\��o�R*�"n�e
Rf�
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Chapter 5
ìæí I HJí�LÃî KMHJíîç í I HJI

`mewW^Q?Z\Us�VQ
_�l"W^R~Tªa6RMa�Z�p�p��?Z\U^��|"U^Uª_�p�p
W^Q
_�W�a6R�Q
_~¢�RiUXW^|"�"Z\R��©_rUYa6R~p�p�_rUYa�Q"R~TkRMW^n���n
x TVn�[óQ"R~TVRf�w¿¤R]a*Z�p�p;UXWV_�T^W�a*Z�W^QJ_°UVR��~WXZ\n�e�W^Q
_�W�UV|"[][�_�TVZ\��R�UMn�|?T�S
e"�"Z\e?��U�U^nCx%_�T��
W^Q"R�eda6R*a*Z�p�pt�?Z\U^��|
U^U8U^n�[�R*nfxtW^Q"R*��n�ef�XR��~W^|?TVR�Uºf�¢}Z\UXZ\n�e
U�`ÄQ�_~¢�R�n�e]W^Q"R�UV|?o?�XR��~W��3_�x�W^R~T
W^Q
_�W*a¾RMa*Z�p�p��"Z\U^��|"U^U�U^n�[]RªZ\e}W^R~TVR�UXWXZ\e"��R²þ"_r[dl"p\R�UYnfx8À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"U��

Ã
õXô ïXv8÷5ar÷¯ð°÷�~Uar÷2a~ú?b�vyû*ù8ü£ð
¿©R6UXWV_�T^W^R���a�Z�W^QiW^Q"R¾nfT^Z���Z\e
_�p

3n+1
jmxz|"e"�~WXZ\n�e]_re"��p\nunfv�R��]Q"n�a�a¾R6��n�|?p\�d��R�e"R~Tk_�p�Z\��R

Z�W��i¿©R]UXWV_�T^W^R���nfx¾a*Z�W^Q¥�"R~S
e?Z\e?�®l"TVR²j�À6nfp�pF_�W^��_�e
�ÁÀ6nfp�pF_�W^��UVR~W^U�a�Q?Z\�kQ�a6Rde"R�R��"R��
Z\e$nfTV�"R~T]W^n¤��Z�¢�RCW^Q"RCx�nfTV[�_�p*�"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfxª_�À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e���¿©R�_�p�p\n�a6R���W^Q"R
x�|"e
�~WXZ\n�e"U�Z\eiW^Q"R*À6nfp�pF_�W^��U^R~W^U
W^nso�Ryl�nfp�§3e"n�[dZF_�p\U8Z\edU^R~¢�R~Tk_�p"¢�_�T^ZF_�o"p\R�U���¿¤R6TVR~l"pF_r��R��
W^Q"R��?Z�¢uZ\UXZ\n�e�l�_�T^W¾nfx�W^Q"R

3n+1
jmx�|"e
�~WXZ\n�e°o}§]_�U^|?T%�XR��~WXZ�¢�Rs[]nu�"|?p\R�Q
n�[]n�[]nfTVl
Q?Z\U^[®�

£�e"��W^Q
_�W�Z\U�Q"n�a a6R]��nfW�W^nCW^Q"R��"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfx�_®À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e��®¿¤R�UV_~a W^Q
_�W
W^Q"R�U^R6xz|"e"�~WXZ\n�e"U8a¾R~TVR6W^Q
R6Z\�"R�_�p"��R�e"R~Tk_�p�Z\��_�WXZ\n�e"U;nfx�ltnfp�§3e"n�[]ZF_�p\U��3_re"�iZ\e][�_re�§�a;_~§uU
W^Q"R~§�otR�Q�_~¢�RMp�Z�v�R�l�nfp�§ue
n�[dZF_�p\U��
¿©Rw��n�e"UXWXTV|
�~W^R���_�T^Z\e"��UXWXTV|"�~W^|"TVR®nfxYW^Q"R�À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U�Z\e

n
¢�_�T^ZF_�o"p\R�U°n�¢�R~T

_�l"T^Z\e"�~Z�l�_�p¾Z\�"R�_�p¾�
n�[�_�Z\e
R
� _re"��a¾R�UV_~a W^Q
_�W�Z�x

R
a6_rU�_�S
R~p\��W^Q
R�e�W^Q"RiTVZ\e?�®nfx

À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"Uya6_rU�Z\U^n�[�nfT^l
Q?Z\�6W^nsW^Q
RyTVZ\e?��nfx
l�nfp�§3e"n�[dZF_�p\U8n�¢�R~T
R
�
¿¤R6W^Q"R�e�a¾R

W^n}nfv�Z�W�_�UXW^R~l°xz|?T^W^Q"R~T*_re"��Z\e}WXTVnu�"|"��R��wÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
U��?a6RªUV_~a W^Q
_�W6W^Q"R�U^RYo�R�Q
_~¢�R��
¢�R~T^§�[�|"�kQ�p�Z�v�R*_*l�nfp�§ue"n�[]ZF_�p"[�_�lÄ��{8|"W [�nfTVR�Z\[]ltnfTVWV_�e}W a¾R6|"U^R��iÀ6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l�U�W^n
��R�e"R~Tk_�p�Z\��R6W^Q"R

3n+1
jmxz|"e"�~WXZ\n�edotR���_r|"UVR��%xznfT�U^|?Z�WV_�o"p\R�À6nfp�pF_�W^�~j�[�_�l
Uk��a6R¾��_re�Z�W^R~Tk_�W^R

W^Q"R�[C�¤¿¤R�UV_~a W^Q�_�W�W^Q"R�UVR°[�_�l
Ui_�p\U^n©Z\e"�"|"��R�� _�e�R�e"�
n�[]nfT^l
Q"Z\U^[C�y_re"�J_�p�p;W^Q?Z\U
U^Q"n�a6R���|"U�W^Q"R*[�n�UXW���R�e"R~Tk_�pt_�e
��_�o
UXWXTk_r�~W¾�"R~S
e?Z�WXZ\n�e�nfx�_�À6nfp�pF_�W^�~jml"TVnfo"p\R�[®�¾¯3nªx%_�T
a¾R;�?Z\�
e�«¬W8e"nfWXZ\��R�W^Q
_�W�Z\eiW^Q"R;��R�e
R~Tk_�p
��n�e�W^R²þ3W¾a¾R;e"nsp\n�e"��R~T¾Q
_�¢�R�_Y�~§u�~p\R�UXWXTV|"�~W^|"TVRf�
W^Q?Z\U�Z\UYnfou¢}Z\n�|"Uso�R���_r|"U^RMZ�x

F(n)G = GF(n) W^Q"R�ewnfou¢uZ\n�|"U F(n)F(i)G = F(i)GF(n) xznfT
0 ≤ i ≤ n

�"o
|"W*a¾RM�"nde"nfW*p\n�e"��R~TYe"R�R��®W^n]Q
_�¢�R
F(n)G = GF(n) = G

�
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Ã
õ6_ ñ*ùyû¨úV÷�×�û�v	ar÷5~»×%�
¿©RYa*Z�p�pÄe
n�a W^Q?Z\e?v�_ªo"Z�W6[]nfTkRY_�o�n�|?W¾W^Q?Z\e?��U6a6RYQ�_~¢�RsUXa¾R~l
W6|
e"�"R~T6W^Q"R�TV|?��U^nMx%_�T���?nfT;Z\e"UXWV_re"��Rªa6RsQ
_~¢�R��
R~S
e"R��C_�À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�ewn�e"p�§�n�¢�R~TY_�e"n�e3j���R~TVn�Z\�"R�_�p%�"o�|?W
a�Q�§ia6n�|?p\�"eÄ«¬W¾a6R��
R~S
e"RYÀ;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U*n�¢�R~T

(0)
E + x���n�|?TkU^R*a�Q
R�e]§�n�|�p\n}nfv�_�W

x�|"e
�~WXZ\n�e"Uªn�¢�R~T
(0)

W^Q"R�e�W^Q"R~§�_�TVR�e"nfWY¢�R~T^§®Z\e}W^R~TVR�UXWXZ\e?�wUXZ\e"��R�W^Q"R~§w_�TVR�R � |"Z�¢f_�p\R�e}WW^n
0
_rUYxz|"e"�~WXZ\n�e��mUXZ\e"��R�Z�WYxz_r�~W^nfTVUsn�¢�R~T
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_�W��~pF_�Z\[C�

Example 5.1 ö>;\
Y�Y�.�]

�%�9
 b x
N
c = d(N)(f(N) *�P-�%���.� (f(N))i = x−i <?;�� 0 ≤ i < N<6;��p�.ABA N $ "Q���BµO��PQ���.� d x

N
e = d(N)(g(n)) P-�%���.� (g(N))i = x+(N−i) <?;�� 0 < i < N�.�%L (g(N))0 = x *U<?;����.ABA N ∈

$ "
¿©R�a*Z�p�p���Z�¢�R�U^n�[]Rª[�nfTVRªR²þ"_�[]l"p\R�UYnfx eu|"[�o�R~TXjmW^Q"R�nfTVR~WXZ\��x�|
e"�~WXZ\n�e"U*W^Q�_�WY_�TkR � |"Z�W^Re
_�W^|?Tk_�p _rU�_iÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�eÄ�

Example 5.2 ,Q���7<��!����
Y�Y;�� m|n ���@�����!
������:A��n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��U*»½T�9��
�
��.µO� I =

(m) ����L f0 = m ����L fi = 0 <?;�� 0 < i < m "�Áh; m6 |n ���z�:A��.;/���n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��PQ�6

� g0 = 0 ����L gi = m <6;�� 0 < i < m "

Example 5.3 ,Q���R<D�9����
Y�Y;�� isprime(n) ���Q���n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��7�1���%�.� isprime(n) =
n−1∏

i=2

i6 |n * i6 |n �.�.���.ABAp�n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��5�'����LM��34�5�6
��d���.;�LU����
�;�<p�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��5�
�����/�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��J"

Example 5.4 ,Q����
�;\
��:A-���9[284���';�<dL\�6S����.;�����;�< n � d(n) �����'���n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��  
d(n) =

n∑

i=1

i|n */����LÕ�:;����¯���9[ ;�</�:ABA/L\�6S����:;���� s(n) =
n∑

i=1

n(i|n) "÷�^A��:;=

���
�U�9[284���7;�<Q������[��z���9[285���i�C��[2�.ABAY���(;����.N5���.A]
�; n �����¯�n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;�� π(n) =
n∑

i=2

isprime(i) "

Example 5.5 ,Q����<D�9����
Y�Y;�� relativeprime(n,m) �����@�n;�ABAY�!

���Y<D�9����
Y�Y;��U*
relativeprime(n,m) =

n∏

i=2

⌈

i6 |n+i6 |m
2

⌉ "	Áh;Z�:;Z���n

���£±^��AY���º�B�%�K�¬<D�9����
Y�Y;��U* φ(n) =

n∑

i=1

relativeprime(i, n) "
� nfWXZ\��R�W^Q
_�W�Z\U���n�e"UXWXTV|"�~WXZ\n�e$Z\Ui_°o"Z�Wi[]nfTkR]��n�[dl
p�Z\��_�W^R��$o�R���_�|
U^R�a¾R�Q
_r�¥W^nw|
U^R
W^Q"R]��n�[]ltn�U^Z�WXZ\n�e�nfx�À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"UiZ\e�nfTV�"R~T�W^n®e"nfTk[�_�p�Z\��R�W^Q"Rdxz|"e"�~WXZ\n�e�Z�x;a6R
p\R~x W�n�|"W*W^Q"R���R~Z�p�Z\e?��l�_�T^W*nfx W^Q"Rªxz|"e"�~WXZ\n�e���Z�W*a6n�|?p\�wQ�_~¢�R�o�R�R�eCR~Z�W^Q"R~TY��R~TVninfT�e
n�e3j
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��R~TVn3�
e"n�aÉZ�WYZ\U�R~Z�W^Q
R~Ts��R~TVndnfT�n�e
Rf�6P�Q"Rªxznfp�p\n�a*Z\e?�°Wÿa¾n�xz|"e"�~WXZ\n�e"Us[�_�§°otR�_�o"Z�W�nfx
U^|?T^l"TVZ\U^Rf�

Example 5.6 ,Q���dAY�.�.��
Z�.;�[@[2;��/[2��A6
Y�¡��AY�C����L2

���dI!�.�.�!
�����
d�.;�[([�;���L\�6S����:;��>;�<
n ����L m �.�.���n;�ABAY�!

���Y<��!����
Y�Y;��5�@��

���!
n������<Q�%;\
]84;\

� n ����L m �.�.�C�.N5���.Ap
�;(;����1��"
IK�.L (n,m) =

n∑

i=1

(

i
n∏

j=i+1

⌈

j6 |n+j6 |m
2

⌉

)

*R����L@AY��[ (n,m) =
nm∑

i=2

(

i
i−1∏

j=1

⌈

n6 | j+m6 | j
2

⌉

)

"
P*Q"R�R²þ"_r[dl"p\R�U¾a6R�Q�_~¢�RªU^R�R�e�Z\e�W^Q"Z\U¾UVR��~WXZ\n�eC_�TkRY_so
Z�W¾�"|"p�p%�8£�e"nfW^Q
R~T6�~pF_rU^U;nfxÄ[�nfTVR
Z\e�W^R~TVR�U^WXZ\e?�¥R²þ"_r[dl"p\R�U���n�[]R�Uix�TVn�[ò[�n}�
|?p\n¤��_�p\��|?pF_�WXZ\n�e"U��=�?nfTdZ\e"UXWV_re"��Rw��n�e"UXZ\�"R~T
W^Q"R�x�|"e
�~WXZ\n�e¤Z\e¤R²þ?_r[]l"p\R å � æ ��`%x�a6RiR~¢f_�p\|
_�W^RiW^Q"Z\Usx�|"e
�~WXZ\n�e�_�W 0 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 �
7
_re"�

8
a¾R�U^R�R�W^Q�_�WYW^Q?Z\U�x�|
e"�~WXZ\n�e�otR�Q�_~¢�R�UªR²þ?_r�~WXp�§�p�Z�v�R��?Z�¢}Z\U^Z\n�e¤o}§

5
[]nu�"|?p\n

9
�

S"TVUXWsnfx¾_�p�p�a6Rie"nfWXZ\��RiW^Q
_�WªZ�x
n > 9

nfT
n < 0

W^Q"R�e
f(n)

Z\Uª�~p�n�UVR~T�W^n�W^Q"R�Z\e�W^R~TV¢f_�p
[0, 9]

W^Q�_�e
n
�
xz|?T^W^Q"R~Tk[]nfTVRsZ�x
a6Rªp\n}nfvw[]nu�"|?p\n

9
a6R�U^R�RªW^Q�_�W�a¾R�_r�"�

0
W^n
n
|"e�WXZ�p

Z�WMo�R���n�[]R�U��?Z�¢uZ\UXZ�o"p\R�ou§
5
� W^Q
R�e�a6R]�?Z�¢uZ\�"R�ou§

5
�°P*Q
_�WMZ\U�W^Q"R�_�p���nfT^Z�W^Q
[¦W^Q
_�W�`

|"U^|
_�p�p�§�_�l
l"p�§�Z�x�`Y�"nwW^Q
_�W�v}Z\e
��nfx*W^Q?Z\e?�©a*Z�W^Q"n�|"W]_C��_�p\��|?pF_�W^nfT��¥¯3nwn�e¥W^Q"R�n�e"R
Q
_re"�]a6RsQ
_~¢�RYW^Q
_�W

n
��n�e}¢�R~T^��R�U;W^n�W^Q"R�Z\e}W^R~T^¢�_�p

[0, 9]
n�e�W^Q"R�nfW^Q
R~T6Q�_�e
��a6R�vue"n�a

Q"n�a Z�W�o�R�Q
_~¢�R�U�n�e�W^Q"Z\UMZ\e}W^R~T^¢�_�p;U^nCa¾Rd��_reÁ��Z�¢�R]W^Q
Rix�|"p�py�~§3�~p\R�UXWXTk|"�~W^|?TVR�nfxyW^Q?Z\U
x�|"e
�~WXZ\n�e��

Example 5.7

f(n) =






n

5
x ≡ 0 (

[�n}�
5)

n+ 9

5
x ≡ 3 (

[�n}�
5)

n+ 18

5
x ≡ 1 (

[�n}�
5)

n+ 27

5
x ≡ 4 (

[�n}�
5)

n+ 36

5
x ≡ 2 (

[�n}�
5)

{8|"W�[]nfTVRsZ\e}W^R~TVR�UXWXZ\e"��p�§wa6RM��_re���n�e"UXWXTV|"�~Ws_�x�|
e"�~WXZ\n�e
g
U^|"�VQwW^Q
_�W

f(g(n)) = n =

g(f(n))
xznfT�_�p�p��~§3�~p\R�R~p\R�[�R�e�W^UYnfx

f
�yP*Q"Rsxz|"e"�~WXZ\n�e

g
Z\U*��Z�¢�R�e�Z\e®R²þ"_r[dl"p\R å � è �

Example 5.8

f(n) =






n

2
x ≡ 0 (

[]nu�
2)

n + 9

2
x ≡ 1 (

[]nu�
2)

Ò�Ó�ÔfÕFÖ�×fØ3Ù�ÔfÚFÛ�Ô�Ü?Ü?ÙXÝ}Ô�ÛkÞ j é}æ j
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À6Q
_�l"W^R~T å

� n�a W^Q"R�U^Rd��n�e
UXWXTV|"�~WXZ\n�e"U���_re¤o�Ri[�_r�"R�xznfTM_�p�p
a
�
N
a*Z�W^Q

0 < a < N
_�e
�

a
�
NTVR~pF_�WXZ�¢�R*l"T^Z\[�Rf�fo}§�WV_�vuZ\e?�

fi = x+jN
Z�x
i ≡ −jN (

[�n}�
a)
xznfT
0 ≤ i, j < N

�me"nfWXZ\��R
W^Q"RM_�o
U^nfp\|?W^RM¢f_�p\|"R��*Z�W*Z\U�nfo}¢uZ\n�|"U�W^Q
_�W*W^Q"R��~§3�~p\R�U�nfx

f
_�e
�

g
Z\e®W^Q?Z\U���n�e"U^WXTV|"�~WXZ\n�e

_�TkRMTVR~pF_�W^R����%Z\e©x%_r�~WYW^Q
R�UV_r[�R�o
|?Wsnfl"l�n�UXZ�W^R�Z\e¤�?Z�TVR��~WXZ\n�e��k� � n�a a6R���n�|?p\�¤�"n�W^Q"R
UV_r[]RsxznfT

−N < a < 0
�"n�e?p�§°W^Q?Z\U;WXZ\[�RªW^Q"RsTVR~l"TkR�U^R�e�WV_�WXZ�¢�R�UYa*Z�p�p�p�Z\R�Z\e°W^Q"R�Z\e�W^R~T^¢�_�p

[−N,N]
_re"��W^Q"R]�~§3�~p\R�Ud_�TVRiW^Q"n�UVR�nfx;�?Z�¢uZ\UXZ\n�e�ou§

−a
[]nu�"|?p\n

N
�°P*Q"Rixz|"e"�~WXZ\n�e

p\n}nfv3U�p�Z�v�R
fi = −x + jN

� � n�a n�e"RinfxyW^Q
R�o"Z�� � |"R�UXWXZ\n�e"UMZ\U���_re�a6R�S
e"��_
g
Z�x
fZ\U�nfx
W^Q"RMx�nfTV[

fi = ±x + jN
�*´�R~TVU^n�e
_�p�p�§¤`�W^Q?Z\e"vCa¾R���_re��
niW^Q?Z\U����?|"T^W^Q"R~TV[�nfTVRM`

��n�ef�¨R��~W^|"TVRYW^Q
_�W8Z�x�a6R*p\nunfv�_�W8W^Q"R��~§u�~p\R�U6nfx�W^Q"R�U^|"[]U8nfxtUV|"�VQ�x�|
e"�~WXZ\n�e"U;_re"��_�WyW^Q"R
U^|"[]U�nfx
W^Q"R~Z�Tª�"|
_�p\U��%W^Q"R~Z�T

g
U�U^n]W^n]UXl�R�_�v"�;W^Q"R�ewa6RMa*Z�p�p
S
e
�w_�TVR~pF_�WXZ\n�e¤o�R~Wÿa¾R�R�e

W^Q"R�[C�uW^Q
_�W6Z\UyxznfT;_�p�ptW^Q"Rs�~§3�~p\R�U;nfxÄW^Q"RYnfT^Z���Z\e
_�pÄxz|"e"�~WXZ\n�e°nfx�p\R�e?��W^Q
k
a6R���_re�S
e"��_

�~§u�~p\RªnfxÄW^Q
RY�
|
_�p�xz|"e"�~WXZ\n�eCa*Z�W^Q�p\R�e?��W^Q
n
U^|"�VQ�W^Q
_�W

n|k
nfT
k|n

�3o
|?W;_�o�n�¢�RsW^Q
_�W¾Z�x
Ø (n)

Z\U*W^Q"Rªe}|
[�o�R~T*nfx
�~§u�~p\R�U�nfx�p\R�e"��W^Q
n
nfx�W^Q
RªnfT^Z���Z\e
_�p�xz|"e"�~WXZ\n�e�_re"� Ø (k)

W^Q"R
e}|"[�o�R~Ts�~§u�~p\R�Uªnfx�p\R�e"��W^Q

k
nfx�W^Q"R��"|
_�p�xz|"e"�~WXZ\n�e©W^Q
R�e Ø (n)| Ø (k)

nfT Ø (k)| Ø (n)
�

´�R~TVUVn�e
_�p�p�§�`8W^Q?Z\e?v°W^Q?Z\U�TVR~pF_�WXZ\n�ewa�Z�p�p U^nfp�¢�R�W^Q"RMl"TVnfo"p\R�[®�"W^Q
_�W*Z\U�Z�x W^Q
RªTVR~pF_�WXZ\n�e�Z\U
W^Q"R~TVR�_�W�_�p�p%�
o�R���_r|"U^R]W^Q"R~TVRdZ\U�[]nfTkR�W^Q
_reÁn�e"R]a6_�§�W^nCa*TVZ�W^R�_rU�_�U^|
[ nfx;UXZ\[]l"p\R
x�|"e
�~WXZ\n�e"U���_re"�¤_�p�p�W^Q"R�U^R�a*Z�p�p���Z�¢�RiTVR�UXWXTVZ\�~WXZ\n�e"U�n�e�W^Q"R�ltn�UVUXZ�o"Z�p�Z�WXZ\R�U�x�nfTYW^Q"R��~§u�~p\R�U
_�e
�®Q"nfl�R~xz|?p�p�§CR�e"n�|?��QwW^nil"TVn�¢�R�W^Q"R

3n + 1
jml"Tknfo"p\R�[C�

`�l"TVnfl�n�U^R*W^n���_�p�p�xz|"e"�~WXZ\n�e"U¾nfxtW^Q"R;xznfTV[
fi = x+ jN

�
fi = −x+ jN

nfT
fi = ±x+ jNn�¢�R~T

(a)
��a*Z�W^Q

a
_re"�

N
TVR~pF_�WXZ�¢�Rdl
T^Z\[]Rf��UXZ\[]l"p\RdÀ6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"U��7�?|?T^W^Q
R~TV[]nfTVR

`X«���p�Z�v�R�W^n���_�p�p�UV|"[]U�nfx�U^Z\[dl"p\R�xz|"e"�~WXZ\n�e"UwU^R�[dZªUXZ\[]l"p\R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"U���_�e
�
l"TVnu�"|"�~W^U�nfx6U^Z\[dl"p\R�À6nfp�pF_�W^�~jmx�|
e"�~WXZ\n�e"U�� � |
_rUXZ6UXZ\[]l"p\R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e
U��¾_re"��pF_�U^Wo
|?W�e
nfW�p\R�_rUXWsU^|"[�U�nfx
l"TVnu�"|"�~W^UYnfxyÀ6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"U�U^R�[dZ � |
_rUXZ
UXZ\[]l"p\R�À;nfp�pF_�W^��jx�|"e
�~WXZ\n�e"U�� � nfWXZ\��R�W^Q
_�W�W^Q"R]U^R~W�nfx;U^R�[dZ � |
_rUXZ6UXZ\[dl
p\R�À6nfp�pF_�W^�~jmxz|"e"�~WXZ\n�e"Udx�nfTV[�UM_U^|?o"T^Z\e"�CnfxyW^Q"R�À6nfp�pF_�W^�dT^Z\e?�?� + xy��n�|?TVUVR�W^Q"R�U^Rixz|"e"�~WXZ\n�e"U�_�TVR�¢�R~T^§¤UXl�R��~Z�S
�ixznfT $ �
U^nMa6RsU^Q"n�|?p\��WXTV§]W^n���R�e"R~Tk_�p�Z\��RsW^Q"R�UVR�xz|"e"�~WXZ\n�e
U;x�nfT*_re}§]T^Z\e?�

R
n�¢�R~T*a�Q"Z\�VQ°a6Rs��_�e

�"R~S
e"R�À;nfp�pF_�W^��jmx�|"e
�~WXZ\n�e"U��Ä_rU*a6R~p�p
_rU*W^n][�|"p�WXZ�l"p\RM¢�_�T^ZF_�o"p\R�U��
P*Q"R�pF_�U^W�W^Q"Z\e?�©W^Q
_�W�a6R�UXWXZ�p�p*U^Q"n�|"p\��UXW^|"�?§�Z\U�W^Q
R]TVR~pF_�WXZ\n�e�o�R~Wÿa¾R�R�e�W^Q
R°À;nfp�pF_�W^�
T^Z\e?��n�¢�R~T

S
_�e
�

R
a�Q"R~TVR

R
Z\U]_wT^Z\e?�¤R²þuW^R�e
UXZ\n�e nfx

S
�Á£�p\U^n©a6R�vue"n�a»W^Q
_�WiW^Q"R

3n+ 1
jmx�|"e
�~WXZ\n�eCo�R�Q
_~¢�R�U;¢�R~TV§�e
_�W^|?T²_�p�n�e�W^Q"RYT^Z\e"��nfx

2
jÿ_��
�?Z\�ªe}|
[�o�R~TVUY�%W^Q
_�W;Z\U6Z�W

Z\Us_]��n�e�WXZ\eu|"n�|"UMx�|
e"�~WXZ\n�e¤n�e�W^Q"R
2
jÿ_r�"�?Z\��eu|"[�o�R~TVUk�k�Y`¾R²þ3l�R��~WYW^Q�_�WsW^Q"R�xz|"e"�~WXZ\n�e"U

Z\e°W^Q"R��mU^|?o��ÿTVZ\e?�
RI{[x1, . . . , xn]}

a*Z�p�p�o�R�Q
_~¢�R�¢�R~T^§�e�_�W^|"Tk_�p�a*Z�W^QCTVR�U^ltR��~W6W^n (
R̂I
)n �a�Q"R~TVR

R̂I
Z\U*W^Q
R���n�[dl"p\R~WXZ\n�e©nfx

R
a*Z�W^Q®TVR�UXl�R��~W*W^n

I
�
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