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Institutsgeschichte

Das Max-Planck-Institut fiir Mathe-
matik wurde 1981 gegriindet. Sein
Griindungsdirektor, Professor Dr.
Friedrich Hirzebruch, baute es auf
dem Sonderforschungsbereich , Theo-
retische Mathematik“ auf, der von
1969 bis 1985 an der Universitat
Bonn bestand. Aus diesem Ursprung
rithrt die enge Zusammenarbeit mit
dem Mathematischen Institut der
Universitét her, die tiber all die Jahre
hinweg und trotz der rdumlichen Ent-
fernung erhalten und lebendig geblie-
ben ist.

Ahnlich wie andere renommierte
mathematische Forschungsinstitute -
etwa dem ,Institute for Advanced
Study“ in Princeton oder dem ,,Insti-
tut des Hautes Etudes Scientifiques”
in Bures-sur-Yvette bei Paris - ist das
MPI fiir Mathematik als Gastfor-
schungsinstitut organisiert. Mathe-
matiker aus aller Welt sollen in der
stimulierenden Atmosphére des Insti-
tuts ihre Ideen austauschen, gemein-
same Forschungsprojekte vorantrei-
ben oder abseits des téglichen Uni-
versitéitsbetriebs eigene Vorhaben
verfolgen. Einladungen werden fiir
einen Zeitraum von bis zu zwei Jah-
ren ausgesprochen und orientieren

sich an den gerade im Institut aktuel-
len Forschungsschwerpunkten. Um
dem wissenschaftlichen Nachwuchs
Maglichkeiten der Weiterbildung zu
geben, werden immer wieder auch
junge deutsche Mathematiker einge-
laden, die die internationale Atmo-
sphére des Max-Planck-Instituts fiir
Mathematik nutzen sollen.

Besondere technische Ausstattung

Das Institut unterhélt eine Prasenzbi-
bliothek mit {iber 10.000 Monogra-
phien und rund 200 Zeitschriftenrei-
hen. Es ist mit ca. 55 SUN-Workstati-
ons und -Servern fiir den wissen-
schaftlichen und mit ca. 25 PCs fiir
den nicht-wissenschaftlichen Betrieb
ausgeriistet.

Aktuelle Forschungsschwerpunkte
Nichtarchimedische Geometrie

Symmetrien. - Der Mechanismus der
mathematischen Formalisierung, so
besagt ein beliebter Grundsatz, er-
laubt die Riickfiihrung so mancher
Probleme auf ,das Losen von Glei-
chungen®. Ein aussagekréftiges Bei-
spiel wird durch Polynomgleichun-
gen in drei Variablen gegeben, etwa

(1) Xy+yz+2x =0.

Fiir solche Gleichungen und deren
Losungen sucht man typischerweise
nach einer geschickten geometri-
schen Darstellung: Man betrachtet
z.B. alle reellen Losungen (x, y, z) zu
(1), indem man sich die Losungskur-
ve (%) in der projektiven Ebene auf-
malt (Abb. 1). Noch besser ist es, sich
die komplexzahligen Losungen in der
projektiven Ebene vorzustellen - sie
bilden eine reelle zusammenhingen-
de so genannte Riemannsche Fldche
§ (die man nicht mit obigem Bild ver-
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wechseln sollte; Abbildung 2 visuali-
siert die zu (1) passende Fléche nach
einer Deformation). Bei genauerer Be-
trachtung solcher Bilder entdeckt
man manchmal eine Art von Sym-
metrie, z.B. kann es Bewegungen des
umgebenden Raumes geben, die das
Gebilde unverandert lassen. Mit sol-
chen Uberlegungen kommt wahre
Mathematik ins Spiel: gesucht wird
nun eine Theorie der Struktur von
Gleichungen und deren Riemannsche
Fléchen.

Die Menge aller Symmetrien
einer Riemannschen Flache bildet ein
mathematisches Objekt, das die Auto-
morphismengruppe der Gleichung ge-
nannt wird (,Gruppe“ weil Sym-
metrien miteinander verkniipft wer-
den kdnnen). Man fragt typischerwei-
se, welche Gruppen so entstehen kon-
nen, oder wie viel Elemente sie ent-
halten konnen. So formuliert macht
die Frage noch keinen Sinn, denn fiir
jede Zahl n gibt es eine Riemannsche
Fliche mit n Automorphismen, und
die Kugel hat sogar unendlich viele.
Dennoch entdeckte A. Hurwitz 1893,
dass eine Riemannsche Fliache S
hochstens 84(g-1) Automorphismen
besitzt, wenn g >1 gilt. Dabei ist das
Geschlecht g eine Zahl, die man sofort
vom geometrischen Gebilde S ablesen
kann; es ist ,die Anzahl der Locher in
§“. Die Kurve (1) z.B. hat Geschlecht
g=3und genau 84(g-1) = 168 Auto-
morphismen. Aber gew6hnlich tritt
so etwas nicht auf: in einem gewis-
sen, mathematisch wohldefinierten
Sinne haben die ,meisten“ Kurven
keine Automorphismen wenn g > 2
gilt; Kurven mit Automorphismen bil-
den singulédre Punkte im ,Modulraum
aller Kurven von gegebenem Ge-
schlecht.

Uniformisierung. - Im Bereich der
oben erwdhnten Abbildungen spielen
auch zwei méchtige analytische Theo-
rien mit: die der lokalen und die der
globalen Uniformisierung. Lokale
Uniformisierung ist vergleichbar mit

m

der Herstellung eines Atlasses der
Fliche, indem man in jedem hinrei-
chend kleinen Teil der Fliche Koor-
dinaten einfiihrt, die eine geniigend
Jtreue“ Darstellung erlauben. Solche
Karten sollten biholomorph sein. Als
typisches Beispiel seien hier die Pro-
jektionen vom Nord- und Siidpol aus
erwihnt, die zusammen eine flichen-
deckende Karte der Kugel ergeben.
Das wahre Ritsel der Riemann-
schen Fldche liegt jedoch in dem Vor-
handensein einer globalen Uniformi-
sierung. Betrachten wir zuerst eine
voéllig andere Konstruktion: Die Men-
ge aller 2x 2 -Matrizen y = ( ;) mit
a, b, cund d reelle Zahlen, so dass
ad-bc =1 gilt, bilden die Gruppe
SL(2,R). Diese operiert auf der Menge
H der komplexen Zahlen z = x + iy
mit y > 0 durch Mdbiustransformatio-

Abb. 1: Die Kurve (1)
in der reellen Ebene
(nach Felix Klein,
1879).

Abb. 2: Eine Riemann-
sche Flache des Ge-
schlechts 3.
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Abb.3: X(7) als Ver-
einigung von 168 hy-
perbolischen Drei-
ecken.

nen z+s vy -z =%+8

ot Falls jetzt I' eine
geeignete unendliche Teilgruppe von
SL(2,R) ist, so kann man einen sinn-
vollen Quotienten I'\H bilden, indem
man alle y - z fiir y e I" miteinander
identifiziert. Uberraschenderweise
bekommt man so eine Riemannsche
Flache, und dariiber hinaus ldsst sich
fiir jede Gleichung und Riemannsche
Fldche S vom Geschlecht g > 1 eine
Gruppe I' angeben, so dass S = T'\H.
Fiir Beispiel (1) wird eine solche
Gruppe I'(7) genannt; sie besteht aus
Matrizen y wie oben, wobei g, b, ¢, d
ganze Zahlen sind, fiir die a-1, b, c,
d-1 teilbar sind durch 7 (genau ge-
nommen fehlen ein paar Punkte von
S in ['(7)\H; wir bezeichnen Letzteres
ab jetzt mit ¥(7)). Abbildung 3 zeigt
168 Dreiecke in H (wobei H als Kreis-
scheibe dargestellt wird), die zusam-
men ¥(7) bilden.

Die Existenz einer globalen Uni-
formisierung fiihrte Hermann Weyl
zur Aussage ,in dem Symbol des
zweidimensionalen nicht-Eukli-
dischen Kristalls wird das Urbild der
Riemannschen Flichen selbst, rein
und befreit von allen Verdunkelun-

gen, erschaubar®. Die Moral ist, dass
alle Informationen iiber die urspriing-
liche Gleichung in einer unendlichen
Teilgruppe der SL(2,R) enthalten
sind. Insbesondere kann man die Au-
tomorphismen von S bestimmen, in-
dem man nur I" betrachtet. Fiir die
Eingeweihten: Die Automorphismen-
gruppe ist N/T", wobei N der Normali-
sator von I' ist. Fiir unser Beispiel (1)
ist N = SL(2,Z) und die Automorphis-
mengruppe also N/T" = PSL(2,7).

Da H mit einer hyperbolischen
Metrik versehen werden kann (ana-
log der Raum-Zeit), ist es sinnvoll,
das hyperbolische Volumen von I'\H
zu betrachten. Dabei stellt sich he-
raus, dass der Hurwitzsche Satz ge-
nau besagt, dass /21 eine untere
Schranke fiir dieses Volumen ist.

Nichtarchimedische Strukturen. -
Wenn man eine Bruchzahl in Poten-
zen von 10 schreibt, so erscheint ein
,sich wiederholender Dezimalzahl-
teil“ (z.B. wiederholt sich die 3 in
7/12 = 0,5833333... endlos). Erlaubt
man dagegen beliebige Nachkom-
mastellen (nicht nur sich wieder-
holende), so bekommt man alle reel-
len Zahlen (z.B. n = 3,1415926...).
Kurt Hensel bemerkte, dass man jede
rationale Zahl ebenso in Potenzen ei-
ner festen Primzahl entwickeln kann,
so z.B. das aktuelle Jahr

2000 = 2*+26+27+28+2%+ 210
=2+2.3%+2.3%+2.36
=5°+3.5"

in Potenzen von 2, 3 oder 5. Genau
so, wie man alle reellen Zahlen be-
kommt, indem man beliebige Dezi-
malteile erlaubt, bekommt man die so
genannten ,, p-adischen Zahlen“, in-
dem man in solchen Entwicklungen
unendlich viele Potenzen von p er-
laubt. Und fiir die Zahlentheorie ist
es sogar notwendig, alle solche Struk-
turen (d. h. fiir alle p) paritétisch zu
behandeln.

Einer der Vorziige p-adischer Zah-
len ist, dass sie es gestatten, Teilbar-
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keit ,metrisch” oder ,analytisch“ zu
kontrollieren. So wie der normale Ab-
stand |x-y| zwischen reellen Zahlen
x und y, gibt es auch eine Metrik fiir
p-adische Zahlen: fiir eine solche Zahl
x ist |x|, die Inverse der niedrigsten
Potenz von p, die in der Entwicklung
von x auftritt (also z.B. [20001, =274,
1200015 = 1, 1200015 = 57). Jedoch
verhilt sich diese Metrik geometrisch
seltsam; wahrend fiir reelle Zahlen x
und y stets |x + y|< |x|+lyl gilt, so
ist hier

(2) Ix+yl, <max{lxl, Iyl,}.

Diese Gleichung sieht vielleicht we-
niger fremd aus, wenn klar wird,
dass eigentlich jeder ,MaBe“ kennt,
die solche Eigenschaften besitzen:
Wir messen die GroBe eines Poly-
noms F(X) durch den Grad. Das
,MaB¢ |F| = 298 yerhlt sich genau
so, wie von Gleichung (2) vor-
geschrieben wird: Der Grad der Sum-
me zweier Polynome F und G ist
gleich dem Maximum der Grade von
Fund G, es sei denn, Fund G haben
den gleichen Grad und inverse fiih-
rende Koeffizienten. Jedes ,MaB“

x — |x| das (2) erfiillt, wird ein nicht-
archimedisches MaB genannt. Um
1970 bestand ein erhebliches Interes-
se an einer geometrischen Theorie
(so wie die oben skizzierte Theorie
der Riemannschen Flidchen), die in
der nichtarchimedischen Situation
gelten sollte. Mit ihrer Hilfe konnte
man Klassische Probleme der Zahlen-
theorie geometrisch oder analytisch
behandeln. Die Existenz einer sol-
chen Theorie ist wegen des abwei-
chenden Verhaltens des nicht-archi-
medischen MaBes nicht offensicht-
lich, aber neue Ideen der algebrai-
schen Geometrie fiihrten letzten En-
des doch zum Ziel.

Die beiden MPI-Direktoren Yuri
Manin und Gerd Faltings haben zu
diesem immer noch aktuellen Ar-
beitsfeld wichtige Beitrage geliefert,

und verschiedene Gastforscher am
MPI sind auf dieses Gebiet speziali-
siert. So konstruierte Takeshi Saito
wihrend seines Aufenthalts 1999
eine Theorie der hoheren Verzwei-
gungsgruppen mit Hilfe von nicht-
archimedischer Analysis: diese bil-
den eine Kette von einfachen Grup-
pen, die aber geometrisch moglicher-
weise sehr kompliziert verzweigte
Gebilde beschreiben. Wéhrend ihres
Aufenthalts 1998 benutzte Annette
Werner nichtarchimedische Konzepte
in ihren Studien zu lokalen Hohen,
z.B. die p-adische ,Ndhe“ von Men-
gen von Punkten (Divisoren) auf Kur-
ven. Gleichzeitig entwickelte Jian-
dong Guo am MPI eine Theorie der
hoherdimensionalen p-adischen peri-
odischen Funktionen (dessen reelles
Gegenstiick seit Fouriers Arbeiten
iiber Schwingungen wohlbekannt
ist).

Nicharchimedische Uniformisie-
rung. - Nachdem John Tate die lokale
Uniformisierung nichtarchimedischer
Kurven (d.h. die Losungsmenge von
Gleichungen wie (1) in nichtarchime-
dischen Strukturen) entdeckte, er-
kannte David Mumford um 1975,
dass nicht jeder solche Raum eine
sinnvolle globale Uniformisierung er-
laubt. Kurven, fiir die so etwas mog-
lich ist (Mumford-Kurven genannt)
kann man folgendermaBen charakte-
risieren. Die nicht-archimedische
Welt besitzt eine Besonderheit, die es
in der realen/reellen Welt nicht gibt,
namlich den Prozess der Reduktion.
Dieser bildet z.B. eine p-adische Zahl
auf den p-Koeffizienten ihrer Ent-
wicklung ab (2000 reduziert also zu 0
bzw. 2 in der 2-adischen bzw. 3-adi-
schen Welt). Wenn man nun eine
Mumford-Kurve reduziert, dann be-
kommt man ein Gebilde, das aus lau-
ter Geraden besteht. Zu jeder Mum-
ford-Kurve gehort eine geeignete Ma-
trizengruppe, die auf einem univer-
salen Geraden-Konstrukt operiert,
das man den Bruhat-Tits Baum nennt
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Abb. 4: Analytische Re-
duktion von (3).

(er spielt die gleiche Rolle wie H
oben).

Ein Beispiel: Es sei R = F4,[T] der
Polynomring in einer Variablen T
iiber dem Korper F4; , d.h. wir addie-
ren und multiplizieren Koeffizienten
modulo 41 (also ist 23+40 = 22,

23 x40 = 18 und a*' = q fiir jedes a).
Eine typische Kurve, fiir deren Losun-
gen in R man sich interessiert, ist

(3) (- (¢ y) =T

Das nichtarchimedische MaB ist in
diesem Fall, so wie schon im letzten
Paragraphen, durch |F| = 4198 ge
geben fiir FeR . Durch Reduktion
wird 77! gleich 0, und man bekommt
das Geraden-,Schachbrett” aus Ab-
bildung 4. Man bemerke, dass es ge-
nau g = (41-1)? = 1600 Lécher im
Brett gibt.

Abermals kann man sich fragen,
wieviele Symmetrien eine solche
nichtarchimedische Kurve besitzen
kann (als Funktion ihres Ge-
schlechts). Wir sehen an Beispiel (3),
dass das Gebilde unverandert bleibt,
wenn man die Geraden vertikal bzw.
horizontal verschiebt, oder das ganze
Quadrat spiegelt. Diese Symmetrien
sind gegeben durch x — x+a,
y+— y+bfiir q, b € F4; und Vertau-
schung von x und y. Eine weitere
Symmetrie ist gegeben durch x — cx,
y+— ¢ty fiir ¢ # 0. Die Gesamtzahl
der Automorphismen betrégt
41 x41x2x40 = 134480, oder besser:

q

N,

24/16000(v/1600+1)* . Das Sonder-
bare ist, dass diese Zahl viel groBer
ist als die Hurwitz-Schranke fiir die
Automorphismenzahl Riemannscher
Flachen vom Geschlecht g = 1600,
namlich 84(g-1) = 3360.

Vor Kurzem wurde dieses Phino-
men am MPI von Gunther Cornelis-
sen, Fumiharu Kato und Aristeides
Kontogeorgis nidher untersucht, und
es stellte sich heraus, dass das Bei-
spiel als Leitbild der allgemeinen
Theorie gelten kann: Jede Mumford-
Kurve vom Geschlecht g > 9 hat hichs-
tens 2,/ (/& +1)? Automorphismen,
und diese obere Schranke wird fiir be-
liebig grofle Werte von g erreicht. Viele
Kurven und hoherdimensionale geo-
metrische Objekte von besonderer
Bedeutung fiir Fragen der Zahlen-
theorie besitzen in der Tat eine nicht-
archimedische Uniformisierung. Eine
Klasse solcher Gebilde, die dem oben
erwihnten Y(7) dhneln, werden ,Shi-
mura-Varietdaten“ genannt, und wur-
den 1998-99 am MPI von Gerd Fal-
tings und Tom Haines untersucht. Sie
ermittelten allgemeingiiltige Vor-
gehensweisen zur vereinfachten Dar-
stellung der Uniformisierung und Re-
duktion dieser Varietiten. Gleichzei-
tig zeigte Fumiharu Kato, dass eine
dieser Varietéten eigenartigerweise
eine ,falsche Fliche“ ist: sie besitzt
zwar alle wesentlichen topologischen
Eigenschaften der gewohnlichen Ebe-
ne, lasst sich jedoch nicht in eine sol-
che deformieren.

Eine weitere Klasse solcher Kur-
ven bilden die ,Drinfeldschen Modul-
kurven“, denen am MPI in den letz-
ten Jahren Douglas Ulmer und Gun-
ther Cornelissen ihre Aufmerksam-
keit zugewandt haben. Sie weisen
Charakteristika sowohl von ¥(7) als
auch von der Kurve (3) auf und ver-
einigen so die Vorziige beider Welten.
Zum einen besitzen sie viel mehr als
84(g-1) Automorphismen (wo g ihr
Geschlecht ist), auch liefert ihre Re-
duktion die besten (bisher bekann-
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ten) natiirlich beschrankten Konzen-
tratoren. Dies bedeutet das Folgende:
Zeichnet man in der Ebene einen
Punkt fiir jede Gerade in der Redukti-
on einer solchen Kurve und verbindet
man zwei solcher Punkte jeweils
dann, wenn die dazu gehoérigen Gera-
den einander schneiden, dann hat
der entstandene Graph optimale
Transmissionseigenschaften (so wie
es z.B. fiir Schaltkreise erforderlich
ist - siehe Abb.5).

Die angefiihrten Resultate und
Beweistechniken sind Teil eines viel
groBeren Projekts, dessen Ziel es ist,
nichtarchimedische Verfahren so in
der algebraischen Geometrie zu ver-
ankern, wie es fiir die komplexe Ana-
lysis schon immer der Fall war. Die
dahinterstehende Philosophie scheint
zu sein, den primitiven menschlichen
Akt des Messens so abwechslungs-
reich wie mdglich zu gestalten, da je-
der Blickwinkel neue Ergebnisse
zeigt. Dass sich dabei insbesondere
die ,diskreten“ Aspekte der nicht-
archimedischen Theorie sofort im Be-
reich der Anwendungen niederschla-
gen, sollte in unseren vernetzten Zei-
ten keine Uberraschung sein (Corne-
lissen).

Klassifikation exotischer Holonomien

Jedermann kennt unseren gewhnli-
chen dreidimensionalen euklidischen
Raum und seine gewGhnliche Ab-
standsfunktion, aber bereits das Bei-
spiel der Minkowskischen Raum-Zeit
zeigt, dass andere Metriken ebenso
Jreal” sein konnen; in der Tat existie-
ren viele weitere Rdume, die in zu-
nehmendem MaBe eine wichtige Rol-
le in der Physik spielen. Diese Réume
sind typischerweise durch eine lokale
Beschreibung gegeben - man denke
hierbei an Atlanten -, und ihr Aus-
sehen ist durch eine ,Metrik“ be-
stimmt (was zu Konzepten wie einer
LKriimmung* fiihrt).

n Inputs < 5n Verbindungen

ANTANAL

\ o~

Y V. VVY

m= %n Outputs

Eigenschaft: jede Menge von m/2 Inputs
ist verbunden mit mehr als m/2 Outputs

Ein mathematisches Konzept, das
allgemeiner und flexibler als eine
Metrik ist, aber immer noch die Unter-
suchung solcher geometrischer Pro-
bleme erlaubt, ist der Begriff des Zu-
sammenhangs. Er beschreibt, was es
bedeutet ,einen Tangentialvektor ent-
lang einer gegebenen Kurve parallel
zu bewegen“. Grob gesprochen bedeu-
tet dies, dass er es gestattet, analyti-
sche Berechnungen von einem Punkt
in einen anderen hiniiberzutranspor-
tieren und dabei Auskiinfte iiber den
Einfluss der metrischen Anderungen
auf dem Verbindungsweg gibt.

Etwas technischer ausgedriickt,
assoziiert er zu jedem festen Vektor-
feld X auf einer Mannigfaltigkeit M
einen Operator Vy auf dem Raum al-
ler Vektorfelder, der sich wie eine De-
rivation verhalt, d. h. die Leibniz-Re-
gel erfiillt. Wenn man sich nur fiir die
lokalen Eigenschaften von M interes-
siert, kann man annehmen, dass M
der gewohnliche n-dimensionale reel-
le Raum R” ist. Vektorfelder sind
dann Linearkombinationen der iibli-
chen partiellen Ableitungen 9; beziig-
lich der i-ten Koordinate x' auf R",
und ein Zusammenhang ist vollstin-
dig festgelegt durch die Vorgabe von
n® Funktionen in n Variablen (der so
genannten Christoffel-Symbole) r‘%},
so dass

Vai 3]' = F%}c'}k.

Abb. 5: Beschrankte
Konzentration aus
Drinfeldschen Modul-
kurven.



Man nimmt jetzt an, dass V torsions-
frei ist, d.h. [} = [}}. Ohne diese Ein-
schrankung werden die Verhéltnisse
zu allgemein; auBerdem ist dieser
Fall - aufgrund von Einsteins Relati-
vitdtstheorie und ihrer verschiedenen
Verallgemeinerungen - fiir Physiker
am interessantesten.

Wenn man M bereits mit einer
(Riemannschen) Metrik versehen hat,
hat man einen Begriff von Parallel-
transport zur Verfiigung, und die
Christoffel-Symbole werden von der
Metrik festgelegt. In einer allgemei-
neren Situation und fiir einen beliebi-
gen Zusammenhang V definiert man
den folgenden Begriff des Parallel-
transports. Man betrachte einen fes-
ten Punkt xo auf M und irgendeinen
stiickweise glatten geschlossenen
Weg mit Basispunkt X, , d.h. eine
Einbettung y des Einheitsintervalls
[0, 1] in M, fiir die y(0) = y(1) = x, gilt.
Ein Vektorfeld V heiBt parallel 1dngs
yfalls V,V =0 (dies stellt eine wohl-
definierte Differentialgleichung dar,
die von V erfiillt wird). Wenn V die
einzige Losung dieser Gleichung ist
mit der Eigenschaft, dass V(0) ein ge-
gebener Tangentialvektor V, in X, an
M ist, dann kann man den Vektor
P,(Vp) :== V; betrachten, und dieser
wird ,Paralleltransport des Tangenti-
alvektors V, ldngs des geschlossenen
Wegs v“ genannt.

Der entscheidende Punkt hierbei
ist, dass - falls der Zusammenhang
nichttrivial ist - das Resultat des Pa-
ralleltransports eines Tangentialvek-
tors in einem Punkt entlang eines ge-
schlossenen Weges (der also zu die-
sem Punkt zuriickkehrt) nicht not-
wendigerweise derselbe Tangentialvek-
tor zu sein braucht wie derjenige, mit
dem man gestartet war. Man beachte,
dass alle linearen Transformationen
des Tangentialraums in X, , die die-
sen Tangentialraum in sich {iberfiih-
ren, eine Gruppe bilden. Fiir M =R”
ist der Tangentialraum in einem
Punkt gerade isomorph zu M selbst,

daher besteht diese Gruppe aus allen
invertierbaren n x n -Matrizen
GL(n,R).

Alle solchen P, fiir verschiedene
geschlossene Wege v, die an einem
festen Punkt x, starten, bilden eine
Untergruppe dieser Automorphis-
mengruppe GL(n,R) des Tangential-
raums in X, , dessen abstrakte Struk-
tur unabhangig von x, ist, falls M zu-
sammenhédngend ist. Sie wird die Ho-
lonomiegruppe von (M, V) genannt.

Die Holonomiegruppe ist eine der
wichtigsten und informativsten Cha-
rakteristiken des Raumes, sowohl lo-
kal als auch global. Sie sorgt dafiir,
dass man, wenn man um die Mannig-
faltigkeit mit einer passend gewéhl-
ten GroBe lang genug herumlauft und
beobachtet, wie sich die GroBe dn-
dert, wenn sie zum Ausgangspunkt
zuriickkommt, eine ziemlich gute
Idee davon bekommt, wie der Raum
aussieht. Nehmen wir beispielsweise
an, dass diese GroBe die Feuchtigkeit
Ihres Hemdes ist und der Ausgangs-
punkt das MPI fiir Mathematik in
Bonn. Wenn Sie den Rhein hin- und
zuriick schwimmen, kénnen Sie aus
der Tatsache, dass Thr Hemd nass ist,
schlieBen, dass es in Bonn Wasser
gibt - es sei denn, Ihr Weg fiihrt an
so vielen sonnigen Cafés vorbei, dass
Ihr Hemd schon wieder trocken ist,
wenn Sie beim Institut erscheinen.

Manchmal kann man diese Holo-
nomiegruppe verwenden, um eine
Art Zerlegung einer gegebenen ,geo-
metrischen“ Mannigfaltigkeit M in ir-
reduzible Komponenten zu erreichen,
entsprechend der Zerlegung der Holo-
nomiegruppe in irreduzible lineare
Untergruppen. Intuitiv bedeutet dies,
dass man die Geometrie der Aus-
gangsmannigfaltigkeit in ihre ,Ele-
mentarteilchen” zerlegt, welche Rie-
mannsch, Kéhlersch, quaternional,
quaternional-Kdhlersch, hyper-Kéh-
lersch usw. sein konnen, wobei jede
dieser Geometrien durch ihre Holono-
miegruppe spezifiziert ist und jede
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[7 Group G Representation space Group G | Representation space
50(p,q) R, p+gz3 G R
SO(n,C) C'" >R n23 G, R7
U(p, q) O =R ptg > 2 Gy R™
Sp(p, ) - Sp(1) HPH = RO ptg > 2 Spin(4, 3) R
Sp(p,q) HPFH ~ RUPHD) pyg > 2 Spin(7,C) R®
Sp(n, R) - SL(2, R) REOR» ~R¥™ n>2
Sp(n,C) - SL(2,C) CRC =R nx2

von ihnen spezielle Eigenschaften

hat, die aus dieser Gruppe hergeleitet

werden konnen.
Man beachte das ,,usw.“ in der

obigen Liste irreduzibler Komponen-

ten von M. Man kann sich nédmlich
fragen, welche anderen Geometrien
(wenn iiberhaupt) hier auftreten

konnten. Mathematisch gesprochen
ist dies die Frage nach der Beschrei-
bung aller irreduzibler Holonomie-
gruppen von torsionsfreien affinen
Zusammenhéngen.

Diese Frage kann in zwei Teile
zerlegt werden: Sie ist leichter zu be-
antworten fiir lokalsymmetrische

group G representation V'
RTL
TR . SL(’IL, R) ®2Rﬂ ~ Rn(n+1)/2
AR ~ Rn(n—l)/?
"~ R2n
T(C . SL(n, (C) ®2Cn ~ RTL(7L+1)
A2CP ~ Rn(n—l)
Tr - SL(n,C) {Ae My(C): A= A} ~R”
H* ~ R
Tg - SL(n, H) (A€ M,(H) : A= —A*} ~ Ri2n+D)
{Ae M,(H) : A= A"} ~ ReCn-1)
Sp(n, R) R
Sp(n, (C) (C?n ~ R4n
R*-S0(p, q) RPH
TC'SO(H,C), Tc#o Cr ~ R
Tr - SL(m, R) - SL(n, R) R™ @ R* ~ R™
Tc¢ - SL(m, C) - SL{n, C) C" @ Ct ~ R¥™
Tg - SL{m, H) - SL(n, H) H™ @ H* ~ R™
Notations: T denotes any connected Lie subgroup of F*,
M, (F) denotes the algebra of n x n matrices with entries in F.

Tab. 1: Vollstandige
Liste der metrischen
Holonomien.

Tab. 2: Bergers Liste
der nicht-metrischen
Holonomien.
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aroup G representation V In den fiinfziger Jahren klassifizierte
Berger dann alle mdglichen Holono-
Tx - Spin(5,5) Riﬁ mien lokalsymmetrischer torsions-
Tg - Spin(1,9) R ° » freier affiner Zusammenhinge, und
T¢ - Spin(10,C) Ch =k er schlug eine vollstindige Liste fiir
Tp - EL R den nichtsymmetrischen Fall vor, wo-
Tg - EA R bei er zeigte, dass sie ziemlich be-
Te . EC 2 o i schrénkt sein miisste. Berger prasen-
co tierte seine Klassifikationsliste aller
Tgr - SL(2, R) OR? ~ R moglicher Kandidaten irreduzibler
SL(2,C) ®3C% ~ R® Holonomien in zwei Teilen - der erste
C* - SL(2,C) @32 ~ B Teil sollte alle moglichen Gruppen
R* - Sp(2, R) R enthalten, welche eine nicht-ausgear-
C - $p(2,0) Ct ~ R tete symmetrische?‘Bilinearform er-
R -S0(2) - SL(2R) R oRr ~ R halten (Tab. 1), wéhrend der zweite
o sUE) ’ © o R Teil alle vermuteten restlichen, bis
@ ~ gt auf eine endliche Anzahl fehlender
sU(2) . Eintrige, enthalten sollte. Diese rest-
H, - 8SU(1,1) C =R lichen nennt man nach Bryant exo-
SL(2,R) - SO(p, q) R? ® RPHT ~ R2PH0) tische Hol(?nomien (Tab. 2).
Sp(1) - SO(n, KD P~ R Allerdings entsprechen Tabelle 1
p(1) - SO(n, und 2 nicht genau Bergers Artikel.
SL(2,C) - SO(n,C) CeC ~R" Die Originaltabellen enthielten einige
B RS iiberfliissige Eintrage, von denen spa-
7 . . .
- R ter geze}‘gt wurde, dass sie nicht al{f—
T treten konnen. Der Schlusspunkt fiir
EY RM2 ~ C% die Klassifikation der Liste aller Met-
; riken wurde erst 1987 gesetzt, als
Sp(3, R) R C AR , Bryant bewies, dass G, und Spin(7)
5p(3,0) 2= O C AT wirklich als Holonomien vorkommen
SL(6, R) 20 ~ A3RS konnen.
SU(L5) R0 Auf diese Weise war Ende der
achtziger Jahre das Holonomiepro-
SU@3,3) R blem auf die Suche nach exotischen
SL(6,C) 10~ ASCE Holonomien reduziert worden. Die
erste (endliche) Serie exotischer Ho-
Spin(2, 10) R lonomien wurde von Bryant gefun-
Spin(6, 6) R3? den. Diese sind T¢-SL(2,C),
Spin(6, H) R32 Tc-Spin(10,C) und T¢ -ES sowie eini-
Spin(12,C) 82 ~ it ge ihrer reellen Varianten (obere

Notations:

Ty denotes any connected Lie subgroup of F*,
Hy = {6(27ri+/\)t l te R} cc,

A>0.

Tab. 3: Liste der exo-
tischen Holonomien.

Réume, fiir die die Kriimmung R pa-
rallel ist (d.h. VR = 0). Sie hat eine
lange Geschichte, beginnend mit
Cartan, der in den zwanziger Jahren
lokalsymmetrische Riemannsche
Mannigfaltigkeiten Kklassifiziert hat.

fiinfzehn Eintrége in Tabelle 3). Die
erste unendliche Serie exotischer Ho-
lonomien, SL(2,C) - SO(n,C) und ihre
reellen Varianten (siehe die folgen-
den drei Eintrage in Tabelle 3) wur-
den von Chi, Merkulov und Schwach-
hofer gefunden. In allerjiingster Zeit
fanden die letzteren beiden Autoren
den ganzen Rest (Tab. 3), womit das
Holonomieproblem nun vollstandig
gelost ist. Dabei entdeckten sie auf
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dem Wege zu seiner Losung alle drei
Tabellen auf eine neue - und ziem-
lich unerwartete Weise - wieder.

Ihr Beweis beginnt mit der Be-
merkung, dass die Holonomiegruppe
eine Liegruppe ist, so dass man eben-
sogut ihre assoziierte Liealgebra stu-
dieren kann. Zu dieser ist der so ge-
nannte Kriimmungsraum assoziiert,
welcher der Nullraum sein muss,
wenn die Ausgangsgruppe als torsi-
onsfreie affine Holonomie auftritt.
Fiir jede mogliche Holonomiegruppe
G kann man diesen Kriimmungsraum
auf geometrische Weise nach dem Bo-
rel-Weil-Paradigma studieren, und
die resultierenden Twistorformeln le-
gen den Grundstein zur Losung des
Holonomieproblems. Insbesondere

kann der Kriimmungsraum in Ter-
men geometrischer Daten beschrie-
ben werden, die zum Darstellungs-
raum von G assoziiert sind. Ein Argu-
ment, das komplexe Kontaktgeo-
metrie verwendet, fiihrt zur Redukti-
on auf den Fall von Deformationen
der sehr speziellen Unterklasse von
Mannigfaltigkeiten, die aus der Dar-
stellungstheorie herkommen (so ge-
nannte ,verallgemeinerte Flaggen-
mannigfaltigkeiten®); ein sorgfaltiges
Studium dieser Unterklasse enthiillt
die Resultate der Tabellen 1-3 und
erlaubt zu beweisen, dass keine ande-
ren Gruppen als Holonomie nicht-lo-
kaler symmetrischer torsionsfreier af-
finer Zusammenhinge vorkommen
konnen (Merkulov).
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