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Abstract Let X be a smooth projective curve over a perfect field of characteristic
p > 0 and G a finite group of automorphism of X. Let v(X, G) be the charac-
teristic of the versal equivariant deformation ring R(X, G) of (X, G). When the
ramification is weak (i.e., all second ramification groups are trivial), we prove that
v(X, G) € {0, p} and we compute R(X, G).

Résumé Soit X une courbe projective lisse sur un corps parfait de caractéristique
p > 0et G un groupe fini d’automorphismes de X. Nous considérons la carac-
téristique v(X, G) de ’anneau versel R(X, G) de déformations équivariantes de
(X, G). Dans le cas d’une ramification faible (ou tous les seconds groupes de rami-
fication sont triviaux), nous démontrons que v(X, G) € {0, p} et nous calculons
R(X, G).

1 Introduction

Soit X une courbe algébrique projective lisse de genre g sur un corps parfait k
de caractéristique p > 0 munie de I'action d’un groupe fini d’automorphismes
G C Auty X. Soit W (k) I’anneau des vecteurs de Witt de k et 4} la catégorie des
W (k)-algebres locales noethériennes completes de corps résiduel k. Soit R un objet
de ﬁ Un relevement équivariant du couple (X, G) a R est une courbe X propre
et lisse sur R telle que G C Autg X et telle que I’isomorphisme X xgk ~ X soit
G-équivariant. Si la ramification est modérée, il existe un relevement de (X, G) a
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un anneau de ¢, de caractéristique zéro ([Gr]). Lorsque la ramification est sauvage,
la situation est beaucoup plus mystérieuse : il n’existe pas forcément de relevement
de (X, G) en caractéristique zéro.

Exemple Supposons p > 3. Considérons la courbe X sur k = F, normalisée de la
courbe d’équation (x” —x)(y? — y) = 1. La courbe X a pour genre g = (p — 1)2.
Soit G = (Z/pZ)* x D,_ ou D, désigne le groupe diédral d’ordre 2n. Nous
avons G C Aut X. Un reléevement (f( , G) de (X, G) en caractéristique zéro aurait
donc au moins |G| automorphismes. Ceci est exclu pour p > 41 car, d’apres la
borne de Hurwitz, |Aut)~( | < 84(g — 1). Matignon a démontré dans [Ma] que
(X, G) se releve en caractéristique zéro seulement pour p = 2, 3.

Une question naturelle se pose alors : le couple (X, G) se releve-t-il a un objet de
‘5;{ de caractéristique p? ? Plus généralement, quelle est la plus grande puissance

p" de p pour laquelle il existe un relevement de (X, G) a un objet R de 6 de
caractéristique p" ? Traduisons ces questions dans le formalisme de la théorie
des déformations : soit R(X, G) ’anneau versel de déformations équivariantes
de (X, G). Si W(k) C R(X, G), nous posons v(X, G) = 0. Sinon nous posons
v(X,G) = p"*! ol n € N est le plus grand entier tel que p” # 0 dans R(X, G).
1l s’agit donc de calculer v(X, G).

Remarque 1.1 Uentier v(X, G) est la caractéristique de R(X, G) au sens suivant:
un anneau A non nul d’unité 1 a pour caractéristique n € N si n est un générateur
positif du noyau de I'unique homomorphisme Z — A : 1 +— 1 (voir [Bo] §8, no. 8).

L’objet de cet article est le calcul de v(X, G) pour une action faiblement ramifiée au
sens suivant : soit P un point de ramification de la courbe X. Soit G p le stabilisateur
de P d’uniformisante x. Les groupes de ramification de G p sont notés

Gpo=Gp={oc€G,0P=P}, Gp;={o0 €G,ordy(cx —x) >i},i>0

L’action de G sur X est dite faiblement ramifiée si tous les groupes de rami-
fication G p 2 sont triviaux. Notons que la ramification modérée (i.e. Gp,; = 0)
implique la ramification faible. Une action faible est donc une action sauvage la
“moins ramifiée possible”.

Sil’action de G sur X est faiblement ramifiée alors pour tout point P de ramification
de la courbe, il existe ¢ > 0 et n divisant p’ — 1 tels que

Gp = (Z/pL)' x Z/nZ,

o (Z/pZ)' estidentifié aF, pour g = p’,1’action semi-directe est donnée par i,
sur G, (voir [CoKa2] §1, [Se] VI.2) et G p est de conducteur 1. Remarquons que
I’action d’un groupe fini sur une courbe ordinaire est toujours faiblement ramifiée
(voir [Na]). Le résultat principal de cet article est le théoreme suivant :

Théorem 1.2 Soit X une courbe projective lisse définie sur un corps parfait de
caractéristique p > 0 et munie d’une action faiblement ramifiée de groupe G.
Alors l'une des propriétés suivantes est satisfaite :
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a. R(X, G) est annulé par p ;
b. les groupes de ramification de G non triviaux d’ordre divisible par p sont de
l'une des trois formes suivantes :
i. groupe cyclique 1./ pZ d’ordre p ;
ii. groupe diédral D, = Z/pZ xZ/2Z d’ordre 2p si p > 2 ou (Z)27)? si
p=2;
iii. groupe tétraédrique Ay = (Z/2Z)* x Z./3Z pour p = 2.

Dans le cas b., 'anneau R(X, G) est d’intersection complete relative sur
W (k) ; en particulier R(X, G) est plat sur W (k).

Nous obtenons ainsi v(X, G) € {0, p} pour une action faiblement ramifiée.

Le plan de cet article est le suivant. La seconde partie traduit le résultat principal
en un théoreme “local” (2.1). La troisicme partie contient la démonstration de ce
théoreme “local”. Nous avons reporté dans la quatriecme partie les conséquences du
théoreme 1.2 et des questions ouvertes qu’il suscite. En particulier, en corollaire du
théoréme 1.2, nous menons a bien le calcul des anneaux universels de déformations
lorsque I’action est faiblement ramifiée (corollaire 4.1).

La collaboration entre les deux auteurs a été initiée lors d’un séjour trés enrichissant de A.
Meézard a ’université de Leiden. A. Mézard remercie B. de Smit et B. Edixhoven de leur accueil.
Les auteurs remercient le rapporteur dont les remarques ont permis de clarifier la rédaction de
cet article.

2 Du global au local

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. Soit 6} la catégorie des W (k)-
algebres locales artiniennes de corps résiduel k. Ainsi ¢ est une sous-catégorie
pleine de la catégorie ‘Kk des W (k)-algebres locales noethériennes completes de
corps résiduel k. Nous notons .#4 1’idéal maximal d’un objet A de ‘ﬁk Soit X une
courbe projective lisse sur k et G un groupe fini d’automorphismes de X. Notons
D(G, X) le foncteur des déformations équivariantes de (X, G) de %} dans la caté-
gorie des ensembles qui a un objet R de % associe I’ensemble des relevements de
(X, G) a R aisomorphisme équivariant pres. Nous savons que D (X, G) admet un
anneau versel R(X, G) de déformations (équivariantes) dans %%. Rappelons que
V(X, G) = 0 signifie qu’il existe un relevement de (X, G) en caractéristique zéro.
Par ailleurs v(X, G) = p" signifie qu’il existe un relevement de (X, G) a un objet
A de 6 de caractéristique p" et que pour tout objet A" de 6% de caractéristique
Pt D(G, X)(A) =0

D’apres le principe local-global, 1’étude de D(X, G) se localise aux points de
ramification {Py, ..., P,} C X :
R(X,G) = Ri®:--®R[Uy, ..., Un]]

ou R; est I’anneau versel du foncteur D¢, des déformations infinitésimales de
I’action du stabilisateur G p, de P; sur le complété de I’anneau local de X en P;
(1 <i <r)etN estladimension de I’espace des déformations localement triviales



242 G. Cornelissen, A. Mézard

(voir Corollaire 3.3.5 [BeMé]). Le calcul de la caractéristique v(X, G) se ramene
donc au calcul des caractéristiques des anneaux R;.

Dans la partie suivante, nous allons démontrer le théoreme “local” suivant (voir
Propositions 3.7, 3.8 et 3.9) :

Théorem 2.1 Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0 et G C Autk[[y]]
une action faible (G, = 1).

L’action de G se releve en caractéristique zéro si G est de l'une des trois formes
suivantes :

i. groupe cyclique 7./ pZ d’ordre p ;
ii. groupe diédral D, = Z/pZ x Z/27Z d’ordre 2p si p > 2 ou (Z)27)? si
p=2
iii. groupe tétraédrique Ay = (Z.)22)* x Z./3Z pour p = 2.
Dans tous les autres cas, I’action de G ne se reléve pas en caractéristique p*; donc
l’anneau Rg versel de déformations de I’action locale de G satisfait car(Rg) €
{0, p} dans tous les cas. m|

D’apres le principe local-global, le théoreme 2.1 donne le résultat global an-
noncé dans I’introduction (théoréeme 1.2).

Remarque 2.2 Les démonstrations impliquent a posteriori que tout relevement
d’une action faiblement ramifié sur k[[y]] consiste (a conjugaison pres) en une
homographie en y : le relevement (uni)verselle a en effet cette propriété. Nous ne
connaissons pas de démonstration directe de cette propriété, sauf pour les releve-
ments a un anneau hensélien équicaractéristique (voir [CoKa2], 1.18 et Anhang B).

3 Etude locale

Dans la suite du paragraphe §3, nous nous placons en un point P € X de ramifi-
cation sauvage (le cas d’une action modérée est bien connu, [Gr]). Pour alléger les
notations, écrivons G = G p. Nous supposons que 1’action est faible : G, = 1. Il
existe donc ¢ > 1 et n divisant p’ — 1 tels que

G = (Z/pZ) xZ/nZ

avec une action de conducteur 1 (voir [CoKa2] §1, [Se] VI.2). Notons k[[y]]
I’anneau local complété de la courbe X au point P et M la fibre complétée du fais-
ceau tangent au point P. L’espace tangent au foncteur de déformations infinitési-
males D¢ est H I (G, M). Lafibre M avec action de G s’identifie au k[[ y]]-module
des champs de vecteurs formels k[[y]]% ([BeME€] §2).

3.1 L’action équicaractéristique de G

Nous commengons par supposer que n = 1. A conjugaison pres par un automor-

phisme continu de la cloture algébrique k((y)), I’action de G est de la forme
Y

1+uy

ey

G = {o,}uev avec 0y (y) =
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ou V décrit un espace vectoriel V C k de dimension ¢ sur F, (voir [CoKal] ou
[CoKa2]). Deux représentations conjuguées de G dans Auty k[[y]] ayant méme
anneau versel de déformations (infinit€simales), nous nous ramenons au cas ou
I’action de G est de la forme (1). Autrement dit I’action de G est donnée, a équi-
valence pres, par un plongement G < PGL; (k).

Un relevement de G a un anneau de %} de caractéristique quelconque donne par
réduction modulo p un releévement équicaractéristique. Nous connaissons la défor-
mation verselle équicaractéristique (voir §3.2). Il s’agit donc de calculer explicite-
ment les relevements en caractéristique mixte de cette déformation verselle. On
utilisera la connaissance de 1’anneau versel de déformation d’un groupe cyclique
(voir §3.3). Le cas n quelconque (§3.6) découle naturellement du casn = 1 (§3.4
—-§3.5).

Remarque 3.1 Dans cet article, les égalités matricielles, traduisant des égalités
entre homographies, doivent étre lues dans PGL;, c’est-a-dire a multiplication par
un scalaire non nul pres.

3.2 Anneau de déformations équicaractéristiques

Rappelons les résultats principaux de [CoKal] §4 :

Proposition 3.2 Soit

t
G =(Z/pZ) = {o, = (i (1)) cu €V}, pour V:@pru.

i=1

Si p>3ett > 1, 'anneau versel de déformations équicaractéristiques de G C
Aut k[[y]] est

—1
Rg/p = kMl x1, ..., x—111/('T axi, ..., ox_1).

Ladéformation verselle équicaractéristique est la classe d’isomorphisme du releve-
ment défini par {6, },ev out

p—1 p—1

T o1y Tl cutjy g
_ 2.0 (“ 2jj Jor/ @il (2uj+j1)“j
Uu = 9
%_l utj\,,Jj pTil u+jy o j
2o Gih)e +8 220 (57 )e
et
t—1 t—1
B=D xiu— (in)uz
i=1 i=1
etpourx € ketn €{0,..., p— 1}, le coefficient (Z) est défini par

n!

xy xx—=1--(x—n+1)
(:)- |
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Remarque 3.3 Si p = 3, le probléeme est rigide (Rg/3 =k)eta =0.Si p =2,
le résultat est plus compliqué, mais ne sera pas utilisé ici.

Remarque 3.4 Avec les notations de la proposition, les relations dans Rg/p
impliquent que o = 0. Si’on pose donc

A oaC
C A+«aC
quelque soit S : nous utiliserons essentiellement ce fait dans les démonstrations.

alors les matrices &, sont de la forme ( ) pourcertains A, C € Rg/p,

3.3 Anneau de déformations d’un groupe cyclique
Rappelons les résultats connus pour G = Z/ pZ ([BeMé], théoreme 4.2.8) :
Proposition 3.5 Soit G = Z/pZ = (o) C Autk[[y]] avec o(y) = #

i. Si p > 3, 'anneau versel de déformations infinitésimales de G C Autk[[y]]
est R = W(k)[[a]l/¥ (a) avec

p—1

2 —1—-/ p=1
¥ (@) =Z(” )(—1)Z<a+4>z—f. o)

£=0 t

La déformation verselle est la classe d’isomorphisme du relevement défini par

En particulier, si p = 3, (o) = o 4+ 3, Rg = W(k), le probleme de défor-
mation est rigide et la déformation verselle est définie par

~ Y
o(y)—y_z-

ii. Si p=2, Rg = W(k)[[a]] et la déformation verselle est définie par

~ + o
Fly) =22
y—1
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34Casn=1,p>3

Soit G = (Z/pZ)" avect > 2 et p > 3.

Lemme 3.6 Soit H = (Z/pZ)? = (0, t) C Autk[[y]] un p-groupe commutatif
(p=3) o

y y
o = —), 7T = —
6] T4y ) p—

pour u € k — K. Alors I’anneau versel Ry des déformations infinitésimales de
H C Autk[[y]] est de caractéristique p.

Preuve D’apres §3.3, W(k)[[«]]/(¥(«)) est I’anneau versel de déformation du
sous-groupe (o) C Autk[[y]] et la déformation verselle de (o) C Autk[[y]] est
donnée par la classe d’isomorphisme du relévement défini par o (y) = % 1
existe donc un morphisme

W) [all/ (Y (@) — Ru

qui induit la déformation du sous-groupe (o) a Ry . Par conséquent la déformation

verselle de H C Autk[[y]] a Ry est donnée sur (o) par le relevement
y+a
m(y) = ————,
yt+o +1

pour &’ € Ry avec ¥ («’) = 0. Par abus de notation, nous écrivons « pour &’ dans
la suite.
De plus, d’apres §3.2, laréduction modulo p de larestriction a (t) de la déformation
verselle de H a Ry est définie par
_ Ay +aC
ny) = -————=n~-
Cy+A+4+aC

ou A et C sont les polyndmes en & et u définis au §3.2eta € Ry /p.

EGALITE DES PARAMETRES DES DEFORMATIONS. Nous commengons par dé-
montrer que & = « dans Ry /p. D apres §3.2, la déformation verselle équicarac-
téristique est donnée par des relevements de la forme

~ (A aC
w=\c A+ac):
Or I'image m de m dans Ry /p est de la forme
1 o
1 14a)’

Comme cette matrice doit &tre égale a une des matrices 6, dans PG L(2), on trouve
que pour un tel 6,, A = C et alors aussi « = « dans Ry /p.



246 G. Cornelissen, A. Mézard

Supposons Ry # Ry /p et notons R = Ry / p*. Notons

Ay +aC

n) = Cy+aC+ A

avec A, C des relevements quelconques de A et C a R. Soit

T(y) :=n(y)+ pS(y) pour S € R[[y]]

un relevement arbitraire de n(y) a R[[y]].

Il s’agit de voir que pour tout S € R[[y]], (m, T) € Aut R[[y]] ne définit pas un
relevement du groupe H. Pour parvenir a une contradiction, nous allons exprimer
les relations dans H en terme de la série S tronquée a un certain ordre en y.

RELATION DE COMMUTATION ET EQUATION FONCTIONNELLE. La relation de
commutation 0 o T = t o ¢ se traduit dans R[[y]] par

mo(m+ pS)=m+ pS)om.
D’ou
n(y) + pS(y) +«
n(y)+pSQy)+ao+1

=n(m(y)) + pSm(y)).

Or un calcul direct montre que n o m = m o n dans R[[y]], soit encore

nyY+pSy)+a  n(y)ta
ny)+pSOM+a+1 n(y)+a+l

+ pS(m(y)).
D’ou I’équation fonctionnelle satisfaite par S

Sm(y)) = (n(y) +a + D728(y),
dans R/p[[yl].

SOLUTION TRONQUEE DE L’EQUATION FONCTIONNELLE. Continuons les calculs
en introduisant une racine de ¥ dans une extension de W (k) (projetée dans R).
Soit donc K le corps des fractions de W (k). Soit L le corps de décomposition de
Y (X) sur K. Soit 7 un idéal premier de L au-dessus de p. Soit L, le localisé de
L en r, d’anneau des entiers &. Soit a une racine de ¢ dans L,. Comme i est

p—1
unitaire, a € ¢. Nous observons que p est ramifié dans L, car ¢ (X) = X "7 mod
p. L’équation fonctionnelle de S mod p implique la méme équation pour S mod
w,a =a = 0mod m ; donc

S(yj}_ 1) - (unyrl + 1)_2 - S(y) dans R/ [[y]]. 3)

La substitution de S(y) = co + c1y 4 c2y> 4+ O(»?) dans cette équation donne les
formules suivantes :

200 = 0,
c1 — Qu +3)co =0.



Relevements des revétements de courbes faiblement ramifiés 247

Comme p # 2, nous obtenons ¢p = ¢; = 0. Nous pouvons donc supposer que
S(y) = c¢y?> mod (7, y®) pour une constante ¢ convenable.

LINEARISATION DE LA CONDITION D’ORDRE p. Nous continuons a écrire n(y)
pour n(y)|y=q. Exprimons a présent que 7' (y) := n(y) + pS(y) estd’ordre p dans
R. Montrons par récurrence sur 0 <i < p que:

T'(y) =n' () + picy? mod (p7, ). )
C’est vrai pour i = 1. Ecrivons

_ Ary+ Bi

k
n = -
) Coy + Dy

Alors, modulo y? on trouve :

T."(T(y)) =n' (T (y)) + pic(n(y) + pey*)?
= n'(n(y) + pey?) + picn(y)?
Ain(y) + B; + A; pcy?

.2 3
_ d (p. ).
Cin(y) + Di + peCry? T P17 mod (b7

Ti+1(y)

Utilisons 1’identité

1 1 s d
= - — p— mod pm
r+ps r P2 P
pour développer le dénominateur:
T (y) = Ain(y) + B; Aipcy?

Cin(y)+ Di  Cin(y) + Dj

Ain + B; .

—chiy2 in(y) 4+ ptcy2 mod (pm, y3).

(Cin(y) + D;)?

Modulo pr, toute expression de la forme p X (a) peut étre remplacée par pX (0) :

. ) +1 iuy(uy + 1) .
T (y) = nit(y) + pey? uy _ 4
) Ot Py G Ny 1 G Dy 102 7
=" () + peli + 1)y* mod (p, y),
et (4) est démontrée. Ceci implique en particulier que
TP(y) = n”(y) mod (pm, y*),
et la condition que 77 (y) = y se traduit par la condition matricielle
n?(y) = 1 mod (pr, y°).
Observons maintenant que pour une homographie H arbitraire
ay+b b ad—bc c(bc —ad) , 3
H = H = — . 0 ,
() oytd M W=g+—F—y+t——7 ¥y +00)
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donc H(y) = y mod y3 équivaut ab = 0,a = d,c = 0, c.-a-d. H(y) = y. La
condition matricielle est donc équivalence a

n?(y) = 1 mod pr.

DIAGONALISATION DE LA MATRICE D’ORDRE p. Nous allons réinterpréter cette
condition en diagonalisant la matrice n, d’abord formellement. Une matrice de
la forme n = (A ac
C A+aC
polyndme caractéristique

), ou A et C sont des variables formelles, a pour

X? — 24+ aC0)X + A* +aAC — aC?
de discriminant aC?(a + 4). Les valeurs propres sont donc
AE=A—C+Ce™?
avec la notation formelle
et = cosf +isind =Y + \/ﬁpour Y =cosf =1+4a/2.

Comme a # 4, n est diagonalisable. La matrice n est d’ordre p si et seulement si
()»ff)ﬁ = 1. Ces conditions se traduisent par

P(a) = Q(a) =0, )

pour

p
PX)=) (f) (A—C)P=ICiTy(X) - 1
=0

P
0X) =" (i’) (A= C)PICIS;1(X)

j=0

ou T et §; 1 sont les polynomes de Tchebychef respectivement de premicre et
de seconde espece définis par el = Tj(cos®) + isin@S; 1(cosd) et donnés
explicitement par les formules :

T/(X) = 1 ”Z/z‘j (j B Z) I (—Dt@x)i—2*
! 24\ )it

[G=0/21 P11
Si—1(X) = Z ( .

£=0

)(—N(zxw‘”Z

Les équations (5) donnent des relations universelles pour qu’une matrice formelle
de la forme prescrite soit d’ordre p.

CALCUL DE LA RELATION EXPLICITE D’ORDRE p. Nous nous plagons main-
tenant dans la situation ou A et C ont les valeurs prescrites par le relevement
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de n a R. Calculons d’abord Q(a) modulo pm. Nous constatons que S_; = 0,
Sp—1(a) =0, car ¥ (X) est, par définition, le générateur de I’idéal

(Ty(1+X/2) =1, 8,1 (1 + X/2)),

[BeM¢é] lemme 4.2.6. En outre, p divise (‘;’ ) pourl < j < p—1.Pourcalculer Q(a)

modulo pr, nous pouvons donc remplacer A, C, (Sj—1)o<j<p par leurs valeurs
modulo 7. Or §; | = j mod m. Alors

Q(a)=p %(’7) (A—C)P=/c/ | mod pr

j
—1 . .
= (’7 1)(A — )y 1=0-D¢i | mod pr
J J—

p—1

j=1

p—1

j=1
p—2 -

—pc (> (pk )(A — o)y 1kck ) mod pr
k=0

= pC (Ap*1 - Cpfl) mod pr.

Si Q(a) =0 mod pm, il faut que C(AP~! — CP~1) =0 mod 7,d’ou C =¢A
pour un ¢ € F,. Mais alors la matrice de n est de la forme

A aC . 1 at
(c A+aC)_A(§ l+a§) mod p,

ce qui implique que C mod p € Fj,. Or C mod (p, mg/p) = u ¢ F,, ce qui
conduit a une contradiction. O

Proposition 3.7 Soit p > 3. Supposons que 'action de G = (Z/pZ)', t > 2
sur k[[y]] soit faiblement ramifiée. Alors I’anneau versel Rg de déformations
infinitésimales est de caractéristique p.

Preuve Nous pouvons normaliser ’action de G C Autk[[y]] de facon a ce qu’il
existe o, T deux éléments de G tels que

Y

_ 7 _ -
o(y) = f(y)—uy+1,

1+y’
pouru € k—F . Soit H le sous-groupe de G engendré par o et T. D’apres le lemme
3.6,’anneau versel de déformations infinitésimales R g est de caractéristique p. Par

versalité de Ry, il existe un morphisme Ry — Rg.Donc R est de caractéristique
p- O
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35Casn=1,p=2

Proposition 3.8 Supposons p = 2. Soitt > 1 et G = (Z/27)" C Autk[[y]] de
conducteur 1.

i. Sit <2, alors’action de G se releve en caractéristique zéro, et car(Rg) = 0.
ii. Sit >3, alorsl’actionde G ne se reléve pas en caratéristique p?, etcar(Rg) = p.

Preuve 1. Par conjugaison, nous pouvons supposer que H = (o7) est un sous-
groupe de G. D’apres §3.3, la déformation versellede H C Autk[[y]la Ry =

W (k)[[a]] est donnée par
- 1 o
o] = (1 _1) .

(D’oui. pourt = 1). Supposons ¢t = 2. Par conjugaison, nous pouvons supposer
qu’il existe o, € G d’ordre 2 tel que
Yy

ou(y) = m

avec u € k — F,. Soit

pour i un relevement de u a W (k). Alors un tel 6, est la seule matrice qui sat-

isfait 5uz = &12 = leto,01 = 610,. Par conséquent G = (Z/ 27)? se reléve en

caractéristique 0 a W (k)[[«]]. Ce relevement est versel car dim H WG, M)=1.
ii. Supposons ¢t > 3. Soient o1, 0, 0, des éléments de G C Aut k[[y]] avec

2 ) =—21— () = ——,
1+y u-+y v+Yy

o1(y) =

avec {1, u, v} Fp-linéairement indépendants. Soit Rs 1’anneau versel de défor-
mations infinitésimales de G. Par versalité, nous avons des morphismes

W) [lell = Rg, WKIIB — Rc

qui induisent la déformation verselle a R donnée par les relevements

3 1 « 1 B
“1:(1 —1)2(1 —1)
5 1 —ai—2\ - 1 —Bi-2
w=(i 00%) a=(c TI0Y)

avec o, B € Rg (les égalités sont dans PGL(2)). D’ott @« = B. De plus les
équations de commutation

010y = )&u,lauala 010y = )Lv,lgvals 0oy = )\u,vavgu
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sont satisfait exactement pour A, 1 = Ay1 = Ay = —1let

i+ 0~ 1
P L
uv

mais en caractéristique 4, pour cette valeur de «, 6, = 616,. Il n’existe donc
pas de relevement de (Z/2Z)> en caractéristique 4.
O

3.6 Casn > 1

Proposition 3.9 Soit G = (Z/pZ)" x Z/nZ C Autk[[y]] une action faiblement
ramifiée (G, = 1) avec n > 1 et n divisant p' — 1.

i

il.

Sit > 1, laction de G se reléve en caractéristique p* si et seulement si p = 2
et

G = (Z/27)* x Z)3Z.

Sit =1, laction de G se reléve en caractéristique p? si et seulement si p > 3
et

G =17/pZ xZ)2Z.

De plus dans les cas oii Uaction de G se reléve en caractéristique p?, elle se
reléve en caractéristique zéro, et alors car(Rg) = 0.

Preuve 1. Supposonst > 2.

ii.

Si p # 2, d’apres les propositions 3.7, le p-Sylow de G ne se releve pas en
caractéristique p-.

Si p = 2, d’apres la proposition 3.8, on peut supposer t = 2. Comme n > 1
divise p! — 1, onan = 3 et G = (Z/2Z)> x Z/3Z. D’aprées [CoKal], le
probleme de déformations équicaractéristiques de G est rigide. Le relévement
versel de (o) a W (k)[[«]] est donné par la matrice

m=(1 %)

Par des calculs matricielles faciles, nous trouvons un relevement unique (donc
versel) de I’action de G a W (k)[j1/(j> + j + 1) donné par les matrices

(1 3j—1 L (1 4j—1 (1 —2j—1
=0 50 =) =G

satisfaisant m2 = m’> = g3 = 1, mm’ + m'm = 1, gmg=! = jm’. D’oll i.

Supposons G = Z/pZ x Z/nZ avec n > 1 divisant p — 1 (donc p > 2).
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e Sin # 2et p > 3, la déformation verselle équicaractéristique de 1’action de
7./ pZ x Z./nZ estrigide et de la forme (a conjugaison pres)

<(} ?)) x <(6 ‘1))>

avec ¢ n-ieme racine d’unité ( voir [CoKal], 4.4.5(i); la présence de ¢ “tue”
donc les déformations de Z/ pZ dans les directions “a”). Soit

T(y) = —— + p- S(y) pour S € R[[y]]
y+1

un relévement 2 R := Rg/p? du générateur de Z/pZ donné. Supposons
car(R) = p%. On pose S(y) = co +c1y + c2y? + O(y?) et on trouve par
induction que pour N arbitraire,
TN (y) = Npco + (1 + Npep = N(N — Dco)y
3 1
—HNmQ—N—ENUV—qu+§NMN2—WV+$pmw2
+0(y*) mod p?.
Pour N = petp # 3,ceciimplique T7(y) = y — py? mod (p?, y3), quin’est
jamais congru a y dans R. Un tel relevement 7 d’ordre p n’existe donc pas.

e Sip =3,alorsn = 2.Le groupe G = Z/37Z x Z/27Z se releve (de fagon rigide
d’apres [BeMé] 4.2.8) a W (k) par les matrices

n=(1 3) e=(1 %)

telles que m> = g2 = gmgm = 1.
e Le groupe G = 7Z/pZ x Z/2Z avec p > 3 admet un relevement versel

(1 « (1 «
M=\1 14«) &8=\0 -1

a Wk)[lall/{¥(«)) pour lequel m? = g2 = gmgm = 1. Ce relevement est
versel, car dim H'! (G, M) =1.

Les propositions 3.7, 3.8 et 3.9 démontrent le théoréme “local” 2.1 et donc aussi
le théoreme “global” 1.2.
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4 Corollaires, remarques et questions ouvertes

La démonstration du théoreme 2.1 et les résultats de [Gr], [BeMé] et [CoKal]
donnent des informations plus précises sur les anneaux versels de déformations
infinitésimales pour les actions faibles.

Corollaire 4.1 Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. Soit G =
(Z/pZ)' x Z/nZ C Autk[[y]] une action faible (G, = 1) avect > 0 et n
divise p' — 1. Notons Rg I’anneau versel de déformations infinitésimales de G.
Soient { une racine primitive n-iéme de l'unité dans k, s = [F,(¢) : Fp], et
V() € W(k)[«] défini par

p—1
2

11—y pol
x/f(oo:Z(” , )(—1>€(a+4>2—@.

=0

Alors nous avons la table suivante :

(G | R
Z/nZ,(n,p) =1 W (k)
Z/pZ.p #2,3 W) [lee]1/ (¥ (@)
Z/3Z,p =3 W (k)
ZRLY, p=2,1<2 W) [[a]]

Z/pL) 1> 1, p£2,3 | klla,x1, ..., a0/ (@, axi, ..., ax_1)
(Z/3Z2),p=3,t>1 k[[x1, ..., x—1]]
Z/pZ = Z)2Z. p #2.3 | WHRIll/{¥ (@)
Z/3Z < 727 W (k)
(2/27)> ©7/3Z WL/ +j+1)
(Z/pZL)" X\ Z/nZ,
t>2,n#2oup =23 | k[[x1,...,x/5-11l
(Z]pZ) x Z/nZ,
p—1

1> 28tp # 273 k[[a’ X1, ...,.xt/_gf]]]/<C(T,C(X1, ...,(Yx17]>

Enfinsi G = (Z/27)",t > 2 alors

Re=kllo, x1, ..., x /(x4 +xp, upxg+ - - Fuexy, o(xjuj—xjui)1<i j<r)
ou{uy,...,us} estune base deV.

Preuve Les anneaux universels de déformations de caractéristique zéro ont été
calculés dans les preuves des propositions 3.8 et 3.9. Dans les autres cas, les an-

neaux universels de déformations ont pour caractéristique p et ont été calculés par
Cornelissen et Kato ([CoKal] §4.4). O

Exemple 4.2 Pour p # 2,3, la déformation verselle 2 R de G = (Z/pZ)" est
donnée dans 3.2.
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Remarque 4.3 Oort, Sekiguchi et Suwa ([OoSeSu]) ont démontré que 1’action de
G = Z/pZ se releve en caractéristique zéro (pour tout conducteur). Pagot a traité
le cas G = (Z /2Z)2 ([Pa]). Bouw et Wewers ont traité le cas du groupe diédral
D, =7/pZ x 727 ([BoWe)).

Remarque 4.4 Le théoreme 1.2 précise notamment quelles sont les actions sur les
courbes ordinaires qui se relevent en caractéristique zéro. Il répond donc a une
version plus forte de la conjecture d’Oort ([Oo]) dans le cadre des revétements
faiblement ramifiés.

Remarque 4.5 Bertin [Be], Green [Gre] et Green et Matignon [GrMa] ont donné
des criteres nécessaires a 1’existence d’un relevement en caractéristique zéro d’un
groupe de la forme (Z/pZ)" de conducteur arbitraire; I’impossibilité de relever est
impliqué par certaines congruences satisfaites par les conducteurs de Hasse locaux:
cette théorie permet une démonstration assez simple du fait que v(X, G) # 0
dans le cas faiblement ramifié ou les groupes de ramification non-triviaux d’ordre
divisible par p ne sont pas sur la liste du corollaire 1.2. Le théoréme 1.2 impose que
le conducteur vaut 1 mais discute 1’existence de relevements en caractéristique p"
arbitraire intermédiaire.

Remarque 4.6 Le théoreme 1.2 est compatible au resultat de Chinburg, Harbater
et Guralnick ([ChHaGu]): ils donnent une liste de groupes abstraits G ayant un
p-Sylow normal P avec G/ P cyclique, admettant une action G — Aut (k[[x]])
dont I’obstruction locale au releévement de Bertin ([Be]) est non nulle. Les groupes
i.—iii. du corollaire 1.2 sont bien dans le complémentaire de cette liste.

Remarque 4.7 11 serait intéressant de donner des exemples de courbes X munies
d’une action finie G telles que la caractéristique v(X, G) de 1’anneau versel de
déformations équivariantes soit de caractéristique p” pour 1 < n < co. Pour une
discussion de cette question, voir [Co].

Remarque 4.8 Les démonstrations dans cet article sont une version explicite d’une
stratégie générale pour étudier le foncteur des déformations équivariantes de (X, G).
L’idée est de dévisser le groupe G et de controler le comportement du foncteur Dg
des déformations par restriction a un sous-groupe et par passage au quotient. Le
passage a un sous-groupe H est élémentaire car nous avons un morphisme de
foncteurs canonique Dg — Dp et les morphismes induits au niveau des espaces
tangents et des groupes d’obstruction coincident canoniquement aux applications
de restriction cohomologique. Le passage a un quotient est beaucoup plus subtile.
Il est décrit localement par la suite spectrale d’Hochschild-Serre. Dans cet article,
nous avons mené explicitement les calculs d’obstruction aux recollements de Z/ pZ
a Z/pZ. 1l serait intéressant de mener ces calculs d’obstructions aux recollements
en termes cohomologiques.
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