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1 Inleiding

We gaan een functie f € C(R/27Z) construeren waarvoor de Fourier-reeks divergent is op rati-
onale veelvouden van 27, dus op een dichte deelverzameling van R/27Z.
De functie die we gaan construeren is

— 1 n
f@) = E — @, (Ant) met A, :=n!- 23" en ¢, hulpfuncties. (1)
n
n=1

Het idee van de constructie is om eerst een rij van Fourier-polynoom hulpfuncties ¢,, te constru-
eren die uniform kleiner dan 1 zijn en de Fourier-reeks van ¢,, divergeert in 0. Dan kunnen we
deze rij van hulpfuncties sommeren tot een uniform convergente reeks via de schaalfactor % en
omdat ¢, Fourier-polynomen zijn, is ¢, € C(R/27Z) en de som f is dan ook een 27-periodieke
en continue functie. Vervolgens gaan we de periodes van de hulpfuncties verkleinen naarmate de
sommatieindex groter wordt door in plaats van t — @, (t) functies, de functies t — ¢y, (Ant) te
sommeren, dus met een schaalfactor in het argument die zeer snel groter wordt met de sommatie-
index. Hierdoor worden de periodes van de hulpfuncties in de reeks willekeurig klein naarmate
de sommatie-index groter wordt, en omdat de hulpfuncties divergeren in 0 en in elk veelvoud van
hun periode, kunnen de punten waar de functie divergeert willekeurig dichtbij een willekeurig
maar vast punt z € R/27Z komen.
De hulpfuncties ¢, zijn Fourier-polynomen van orde n? dus we kunnen schrijven

n2

palt) = D Pa(m)e™. (2)

m=—n?2

Als we kijken naar de functies t — ¢y, (A,t) in de sommatie van f, dan zien we dat door de
schaalfactor A, in het argument het Fourier-polynoom lacunair is gemaakt, wat betekent dat er
gaten in de coefficienten van de exponentiele machtreeks ontstaan. We krijgen dus

A%
ox.nt) = Y Pa, (m)ernm, (3)

—_\2
m=—\2

en voor een willekeurige index m in de sommatie, zijn de Fourier-coéfficiénten tussen A\, m en
An(m + 1) allemaal nul. Dus f is een sommatie van lacunaire Fourier-polynomen waarbij de
gaten zeer snel groot worden door de dubbel-exponentiele stijging van \,. De Fourier-polynomen
kunnen niet elkaars gaten in de Fourier-reeks vullen dus f wordt ook een lacunaire goniometrische
reeks. Dit geeft al het vermoeden dat f een grillige grafiek zal hebben.

Voordat we beginnen met het bewijs verwijzen naar de appendix voor de definities van ge-
bruikte begrippen en notaties en het bewijs van twee technische lemma’s over de Dirichlet-kern
en de Féjer-kern.



2 Divergentie van de Fourier-reeks van f

We nemen in de volgende stelling aan dat we de hulpfuncties ¢,, die voldoen aan onze benodigde
eigenschappen al geconstrueerd hebben. In paragraaf 3 laten we zien waarom deze ¢,, bestaan.
In de stelling leggen we drie voorwaarden op op onze hulpfuncties ¢,,.

1. We willen dat de ¢,, uniform kleiner zijn dan 1, zodat we een (absoluut) uniform convergente
reeks krijgen en daarmee de continuiteit van de ¢, kunnen overbrengen tot continuiteit
van de f functie.

2. We willen dat ¢, Fourier-polynomen zijn, zodat hun Fourier-reeks eindig is. Hiermee
kunnen we de sommatie in f op een bepaald punt b splitsen, en de sommatietermen onder
b en boven b apart beschouwen. Er zijn eindig veel termen onder b en omdat het allemaal
Fourier-polynomen zijn, is de Fourier-reeks van de termen onder b ook eindig dus heeft dit
deel geen invloed op de convergentie van de Fourier-reeks van f waardoor we alleen naar
de termen boven b hoeven te kijken. Hiermee voorkomen we bijvoorbeeld het probleem dat
zou kunnen ontstaan als alle termen boven b naar co divergeren en de termen onder b naar
—oo zodanig dat de totale reeks uiteindelijk weer wél convergeert.

3. We willen dat de n-de partiéle Fourier-reeks in 0 van een hulpfunctie ¢, logaritmisch
divergeert met n. Hiermee kunnen we voor elke M > 0 een voldoende grote index ¢ kiezen
in de reeks Y07 | drox, (Ant) zodat het element 3¢y, (Ait) een i-de partiéle Fourier-reeks
heeft die groter is dan M. Als we dan de i-de partiéle Fourier-reeksen van alle termen in
de sommatie met index groter dan ¢ en kleiner dan ¢ kunnen afschatten op een constante
zodat ze niet invloed kunnen hebben op de divergentie van de Fourier-reeks van f, dan
kunnen we de i-de partiéle Fourier-reeks van f ook groter krijgen dan M.

We willen dat de divergentie logaritmisch is omdat dit ervoor zorgt dat de A,-de partiéle

Fourier-reeks in 0 van @), dan met log \,, divergeert, en omdat A, dubbel exponentieel

stijgend is, zal log \,, exponentieel stijgen en wordt niet tegengehouden door de factor #

die we nodig hadden om f uniform te laten convergeren.
Deze drie ideeén werken we uit in het volgende bewijs.

Stelling 1. Zij {¢n }nen een rij van Fourier-polynomen waarbij voor n € N : ,, orde n? heeft.
Verder als ze voor elke n € N voldoen aan

(@) lonll <1
(b) 1Sn(n,0)| > 15 logn — 2

dan is de reeks > 7 #cp)\n met \p :=n!23" absoluut uniform convergent en de functie

£ = 3 —on, Ot) @

continu met een Fourier-reeks die divergeert in elk rationaal veelvoud van 2.

Bewijs. We kunnen de partiéle reeks 0" |5 ¢x, ||, afschatten op Y"1 vanwege voor-
waarde (a). De reeks 7" -1 is de ondersom van de integraal

n=1 n2
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Dus doordat we een stijgende reeks hebben die van boven door 2 begrensd is, volgt uit volledigheid
van R de absolute uniforme convergentie, die weer op zijn beurt uniforme convergentie impliceert.
Dus f van vergelijking (4) is gedefinieerd op heel R. De elementen van de rij van functies
{t = >0 Lon(Ajt)}men zijn eindige sommen van composities van continue functies, dus zelf
zijn ze ook continu en omdat deze rij uniform convergeert, is de limiet ook continu, waarbij de
limiet de functie f van vergelijking (4) is.

We merken op dat voor iedere j € N is o), een Fourier-polynoom van orde A?, dus

2
/\j

Spkj()‘jt): Z (ﬁ)‘j(m)eimkg‘t. (6)

—_ )2
m= )\j

Zij 7 € Q vast maar willekeurig. Zonder verlies van algemeenheid nemen we aan dat b > 1.
We gaan bewijzen dat de Fourier-reeks van f divergeert in 27¢. We kunnen f schrijven als

b—1

1 — 1

— o, (V) + Z — o, (Aj). (7)
=17 =
Het linkerdeel is een Fourier-polynoom, dus de Fourier-reeks hiervan is een eindige som en dus
convergent in $27. We kijken naar de partiéle Fouriersommen Sy2 van het rechterdeel. Voor

n > b geldt

[e%} n—1
1 2ra 1 1 2ra
|Skﬁ(t'_>zj_290)\j(Ajt) — ) =15 tHZJQSOA (A t) b T+ S (t 3%, (Ant), =)
j=b j=b
=1 2ra
+Sx2 (t Z .—2<P/\j(/\jt)a7)|
j=n+1

(8)
uit de lineariteit van de Syz operator volgens Lemma 3 in de Appendix. We bekijken nu deze
drie termen.

Voor de eerste term geldt vanwege vergelijking (6)

A2

S reon=51 3 aymem )

= m=—X2

We gebruiken het volgende technische lemma:

3n+1

Lemma 1. Voor n € N geldt \2 = (n!)? (23n)2 < (n+1)12 = Apt1-

Bewijs. We bewijzen eerst met inductie dat n! < 23" voor alle n € N. Voor n = 0 krijgen we
[9)

0! =1 < 2=2%. Als we het bewezen hebben voor n = k dan krijgen we voor n = k + 1:

(k+1)! =k -k < k-23" en omdat voor iedere k € N geldt dat k < 23", krijgen we k - 23" <

ak\2 gkt . . . .
(2 ) <2 , dit voltooit de inductiestap.

Nu geldt er dat n! < 23" en n! < (n 4 1)! dus (n!)? < (n + 1)12%" oftewel (n!)? (2377')2
(n+1)128""". O



Merk nu op dat voor b < j < n — 1, door de stijgendheid van de rij {\, }nen geldt voor elke
Im| < A3 < A2, dat [mX;| < A3 < A% door Lemma 1. Dit betekent dus dat alle coéfficiénten
in de e-macht van vergelijking (9) kleiner zijn dan de grenzen van de partiéle sommatie S A2,
oftewel alle coéfficiénten van de sommen van de Fourier-polynomen ¢; worden meegenomen in
de sommatie van Sy2. Verder als j > b dan geldt b | A\; want b | jl. Dit betekent dat \;§ € Z

waardoor voor t = 27¢ de e-macht in vergelijking (9) 1 wordt, dus exp(imA;25%) = exp(im0) = 1.
Dit betekent dat we kunnen schrijven
Zm 1
sa(m S 5 B men SO 5 e =8 ou0) a0
m=— )\2 m=— )\2 j=b

waarbij we in de laatste gelijkheid weer vergelijking (6) gebruiken.

Merk nu op dat voor j > n + 1, door de stijgendheid van de rij {\,}nen, geldt voor elke
Im| > 1 dat [m|X\; > A;j > A1 > A2 door Lemma 1. Dit betekent dat alle termen met |m| > 1
zorgen voor een exponent van de e-macht die buiten de sommatiegrenzen van Sy: valt. Dus
alleen de term m = 0 blijft over. Dit betekent '

/\% VN Z Z 90/\ zmAjt,QﬂTa i ig 10)\ 27a i i2

j= n+1 m=— /\2 j=n+ j=n+

Tenslotte geldt voor de middelste term

1 2ma 1 -~ im\ait 2ma
4 (Wkn'<m>’7)=5xz 3 DL P (memt =S (12)

dat |mA,| < A2 slechts dan als |m| < \,, oftewel de termen van )\, + 1 tot A2 worden niet
meegenomen in de sommatie, waardoor we krijgen

A.
1 N -\, 2ma 1 SN - 2ma
Sxz n2 Z P, (m)e ™Vt 3 | = Sxz ) Z @, (m)emAnt, 5
——\ —y

e e (13)

1 NS o 1
=3 Z P, (m)e AT = ) Z Pr,(m)e” = ﬁskn (ex.:0)
m:—)\j m:—k]‘

waarbij de exponent in de e-macht 0 wordt omdat n > b dus b | \,,. Dus als we vergelijkingen
(10), (11), (13) invullen in (8) krijgen we

n—1 [e%e)
1 1 1
|z (t = Z Qw (i), 2 ; IH =13 0% (0)+ 550 (02, 0) + > =P, (0)]
=7 j=b j=n+1 (14)
1 =1 <1
> |F5An(%n,0)| = Z =, (0) + Z = x; (0)]
=7 it d
en omdat
n—1 1 o) 1 n—1 1 o) 1 [e%s} 1
1> e 0+ >0 58,01 <> Slen, 01+ Y. 18,01 5 <2 (15)
i=bJ j=nt1 =7 j=nt1? =



waarbij we gebruiken [, (0)] < [[¢nll; < [lonll <1 en |pn(0)] < [lonll,, <1 voor elke n € N
(voorwaarde (a)). Dus samen met voorwaarde (b) geldt er dat

=1 27a 1 1 =1
|5Aﬁ(t’—>zj—290/\j()\jt)a7)|Z|§S/\n(%\na0)|_|zj—2%\j(0)+ Z 2 x, (0)]
j=b j=1 j=n+1
1 /1 1 /1 n 1 /1 n (16)
— [ —=logh, —2) —2=—(—=log(n!2>)-2) —2> — ( —=1log2® —2) -2
.y <1o ©8 ) n? (10 og(n12”) > =02 <1o ©8 )
_ (log2)3™ 2 .
- 10n2 10n2

en omdat een exponentiéle functie harder stijgt dan een polynomiale functie, krijgen we dat de
laatste term divergeert voor n — oo, oftewel voor willekeurig grote M > 0 kunnen we een n > b
vinden zodat de Fourier-reeks groter is dan M in absolute waarde.

Als we terugkijken naar vergelijking (7) dan zien we dat de Fourier-reeks van f de som is
van de Fourier-reeks van het linkerdeel met de Fourier-reeks van het rechterdeel omdat de S,
operator lineair is (Lemma 3) en we dus de twee Fourier-reeksen apart kunnen uitrekenen. De
Fourier-reeks van het linkerdeel convergeert in 277 want het is een Fourier-polynoom dus een
eindige som terwijl de Fourier-reeks van het rechterdeel divergeert in 27, dus de Fourier-reeks
van f divergeert ook in 2w 7. Omdat dit punt willekeurig gekozen is, divergeert de Fourier-reeks
van f in elk rationaal veelvoud van 2. (|

3 Constructie van de hulpfuncties ¢,

We laten nu zien hoe hulpfuncties ¢,, geconstrueerd kunnen worden. We definiéren ¢,, = F,2 %,
als de convolutie van de Féjer-kern van orde n? met een andere hulpfunctie v,,. We construeren
1, als een Riemann-integreerbare en 27-periodieke functie met de eigenschap dat de n-de partiéle
Fourier-reeks van v, groter is dan de integraalnorm van de n-de Dirichlet-kern. Op deze manier
krijgen we via de convolutie met de Féjer-kern een Fourier-polynoom van orde n? waarvan de
n-de partiéle Fourier-reeks harder dan logn stijgt als n — oo (vanwege Lemma 4). De exacte
constructie van 1, geven we in paragraaf 3.1.

Lemma 2. Zij {¢,}nen een rij van 2mw-periodieke, Riemann-integreerbare functies die voldoen
aan de volgende twee voorwaarden:

(1) Nltonllo <
(2) 180, 0)] > 311Dl

Dan is de convolutie @, = F,> * 1, een Fourier-polynoom van orde n? die voldoet aan

(a) llenlloe <1
(0) [Sn(#n,0)| > 3/ Dnlly =2> 5 - 5 logn — 2.

Bewijs. De definitie van ¢, is

on(z) = Fp2 )y (z —%/ Foz(z —t)n(t /_F Z

B Z ( )%/ Q/Jn De A Z (1_n2|ﬁ1)$"(j)'eijz'
j=-n?

j=—n?




In de laatste term is ¢,, geschreven als een orde n? Fourier-polynoom. De integraal [* )y (t)e =" dt
bestaat omdat v,, Riemann-integreerbaar is.
We gaan voorwaarde (a) na. We weten dat voor elke z € R

1 4 1 i
Fractn@) = g [ Ftpinto =0t < Wl 5= [ 1Fsl0le )

Lemma 5 geeft ons |Fy,2(t)| = F,2(t) dus we kunnen de absoluut waarde strepen weghalen in de
integraal van vergelijking (18).

1T 1T G
= ||l . - — F2(t)dt = ||vnl . - — It dt
ok 55 [ Pt 52 [~ 3 (1= )«

j=-n

o
~nllogr (1- 07 ) = Il

vanwege voorwaarde (1) voor ¢,. Dit betekent dat sup,ep [Fp2 * ¢¥p(x)| < 1 dus ||on|l <
We gaan voorwaarde (b) na. We weten dat

1Sn(¢n; 0)] = [Sn(9n;0) = Sn(n; 0) + Sn(Pn; 0)] > [Sn(n; 0)] = [Sn(pn,0) = Sn(tn,0)[. (20)

Verder weten we dat

(19)

(s 0) = Sn @y 0)l = | D7 (Buli) = $ali)) | (21)

j=—n

en gebruikmakend van de identiteit @, () = ( ) ¥n () krijgen we

- |J|1/1n < HwnHoo (n+1n n—1
= =1 < 2. 22
|j;n n2+1 z; - n?41 Jrn?+1 (22)

Als we deze afschatting gebruiken in vergelijking (20) dan krijgen we samen met de gegeven
voorwaarde (2) voor v, dat:

1
[ (n, 0)] 2 S (¥n, 0)] = Sn(pn, 0) = Sn(Wn, 0) > [Sn(¥n, 0)] =2 > S| Dully = 2. (23)

Met Lemma 4 volgt dan 3|/ Dy, —2 > 5 - +logn — 2. O

3.1 Constructie van de hulpfuncties v,

Tenslotte laten we zien hoe we hulpfuncties 1,, kunnen construeren met voorwaarden die voldoen
aan Lemma 2. Voor n € N, definieer ¢, (t) := sgn(D,(t)), oftewel het teken van de Dirichlet-
kern. We zien uit deze definitie dat |¢,(z)| < 1 voor elke z € [—m, 7], dus ¢y, < 1. De
Dirichlet-kern D,, heeft 2n nulpunten op [—m, 7], namelijk op de punten t = niké voor 1 <k<n

; 1
—n < k < —1, dit is evident aan de identiteit D, (t) = W voor t # 0. Uit continuiteit
2

van D,, volgt hieruit dat D,, op eindig veel punten van teken wisselt op [—m, 7], dus o, is
stuksgewijs constant op [—, 7], dus ook Riemann integreerbaar. En omdat D,, € C(R/27Z), is
1, 0ok 2m-periodiek.




Verder is

Su0m 0| =15 [ DaOwn@atl =15 [~ DuOsea(Du o) at

1 s
— R ()| dt] = || Dyl -
= lg= [ 1Dt = D,

En omdat || D, ||, > 0, hebben we ook dat || Dy, |, > %||D,||,. Hiermee hebben we 2r-periodieke
en Riemann integreerbare functies v, geconstrueerd die aan beide voorwaarden van Lemma 2
voldoen.

Nu we alle hulpfuncties geconstrueerd hebben, kunnen we de functie f van vergelijking (1)
schrijven in termen van de Féjer-kern en de Dirichlet-kern

(24)

n?

oo 1 n
Z —5 (F\2 * (sgnoDy,))(Ant) met Ay, :=n!- 23 (25)

en als we gebruik maken van het resultaat F,, = n%rl > r—o Dr uit Lemma 5, dan kunnen we dit
verder versimpelen tot

00 A2
1 1 = n
= E —( E Dy, x (sgnoDy, ))(Ant) met A, :=n!-23". (26)
2\\2 "
n=1 n )\" +1 k=0

4 Appendix: Definities en lemma’s

We introduceren de notatie gebruikt in dit document voor enkele bekend veronderstelde begrip-
pen:

e De supremumnorm || f[|, := Supepom(s) [f ()]
e De integraalnorm ||f||, := %ff |f(x |d:c.
e De k-de Fourier-coefficient f(k) := 5= |7 f(t)e™* dt.

e De n-de partiéle Fourier-som S, ( t) := Zk_fn ( e~ ikt

e Het begrip Goniometrische reeks: is een reeks geschreven in de vorm z +— 3, cre™® met

cr € C.
e Het begrip Fourier-polynoom: met een Fourier-polynoom bedoelen we een functie die ge-
. . N —ikt s
schreven wordt als een eindige som van exponentiéle termen ¢ — » "\ cie waarbij

we N de orde van het Fourier-polynoom noemen. Een Fourier-polynoom is dus een eindige
goniometrische reeks.

Voor S,, benadrukken we in het volgende lemma de lineariteitseigenschap die gebruikt zal worden
in het splitsen van een reeks.

Lemma 3. Voor elke n € N is S, : R(R/27Z) — R een lineaire afbeelding. Waarbij R(R/27Z)

de vectorruimte van 2m-periodieke en op [—m,w| Riemann-integreerbare functies is.

Bewijs. Dit volgt uit de eigenschap dat S, een lineaire combinatie is van de integraal, ook een
lineaire afbeelding R(R/27Z) — R. Beschouw f,g twee Riemann integreerbare functies op



[-7, 7] en laat pu, A € R. Dan voor t € R

i+t = 3 OF T rgG)e i = 3 27T/ )+ ngly) dy - "
j=—n j=—n
j=—n j=—n
= i f(j)eiijt + i ?]\(j)eiijt = )‘Sn(fv t) + MSn(gvt)
i=—n j=—n
O
4.1 Kernen

We definieren nu twee kernen:
e De Dirichlet-kern D, (t) := >_}__ et
e De Féjer-kern F,(x) := " (1 — l) el

j=—n n+1

We gebruiken de Dirichlet-kern omdat de integraalnorm van de D,, minstens logaritmisch stijgt
met n. En we gebruiken de Féjer-kern omdat deze kern niet-negatief is met integraalnorm 1,
waardoor voor een bepaalde functie f, de supremumnorm van de convolutie F, * f niet groter is
dan de supremumnorm van f.

Deze twee eigenschappen die we gebruiken in onze hoofdstelling kunnen we afleiden uit de
volgende twee lemma’s.

Lemma 4. Voor alle n € N geldt dat || Dy, > & logn.

Bewijs. We beschouwen

1 [7 1 [ 1 [ sin((n+ 2)t)

— dt = dt = ——22|dt. 28
5m | 1Patolde =5 [T iDulde= 5o [ (28)
We voeren de substitutie s = % uit om te krijgen

1 (™ _ sin((2 1)s 1 (™ _ sin((2 1
:_/ oSt )s) o / oSt 1)s) o (29)

27 Jo sin(s) 27 s
waarbij we gebruiken dat |sin(s)| < |s| voor s € [0,7] dus ‘S?l(s)‘ > ‘—i| We substitueren
u=(2n+ 1)s om te krijgen

2n+1)w (k+1)7r 2n (k+1)7 .
_ 1 2|s1n Z/ sm )|d > 1 1 Z/ 2| sin(u) | ds
27 Jo u T or 2m &= Jin (k+ )7

2n 2n 2n

= — —_— in(u —_— in = — —_
2n & b+ D7 S T a )y T T am S r

2n+1 2n+2
2 1 2 1 2 1 1
(30)
[l



Lemma 5. Voor alle n € N, x € R geldt dat F,(z) > 0.

Bewijs. We bewijzen eerst met inductie dat voor n € N, voor ¢ € [—7, 7]

Voor n = 0 is dit duidelijk. Stel het is bewezen voor n = m, dan

m+1 7 m g m+1 . m N m-+1 .
)IDILED I LTI RPN pCHEEI P S
j=0 k=—j j=0k=—j k=—(m+1) j=-—m k=—(m+1)
= > (m+1—[jhe? + Y e* 4 (m+2— |m+ 1) 4 (m 42— | — (m 4 1)])e D!
j=—m k=—m
= 3 2= (i) + (m 42— fm 1 4 (42— | = (4 1) e D!
j=—m
m+1
= > (m+2-|jhe?
j=—(m+1)
(32)
en dit is precies de uitdrukking voor n = m + 1. Dus we kunnen schrijven voor z # 0
CTETED o (I PR S R T i o oyt
" , n+1 n+1 . n+14 4
j=-n j=-n j=0 k=—j (33)
JR— 1 ~sin((j + 3)2)
= Dj(z) = 2.

We hebben de volgende identiteit voor a,b € R

cos(a—b) —cos(a+b) = cos(a) cos(b) +sin(a) sin(b) — cos(a) cos(b) 4 sin(a) sin(b) = 2 sin(a) SI?QEZ;
dus dit geeft

1
= I 7 1
(n +1)(sin(%))2 (5))2 Zsm J Jr s1n(2) (n+1)(sin(5))? 2 ]ZOCOS jz) = cos((j +1)z)

—;l cos(0) — cos((n x)) = 1 sinnJrlx simnJrl
= o (g 2 0 —eoslln V) = ey T i
_(sin(%1))?

(n+1)(sin(5))?

x)

(35
en dit is een kwadraat keer een positief getal dus niet-negatief. Voor x = 0 krijgen we F,(0)
T im0 Dj(0) = 47 227 2j + 1 wat ook niet-negatief is.

on<



