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« Zet uw naam en collegekaartnummer op elk blad, alsmede het totaal aantal ingeleverde bladzj-
den.

» De verschillende onderdelen van de vraagstukken zijn zoveel als mogelijk is, onafhankelijk van
elkaar. Indien u een bepaald onderdeel niet of slechts ten dele kunt maken, mag u de resultaten
daaruit gebruiken bij het maken van de volgende onderdelen.

* Bij dit tentamen mogen syllabi en/of rekenmachine NIET worden gebruikt.

Exercise0.1(Oppervlakte van n-hoek). Zij @ ¢ R? debegrensdeopenverzamelingoegrensddoor
de n-hoekmetde opeenolgendehoekpuntenx™®, ..., x™ e R? doorlopentegende wijzersvande
klok in. Indienwe metde bovenindicescyclischmodulon rekenen hebbernwe

(x)  oppervlakte) = % >0 P+ )P = 159).

1<k<n

(i) Bewijs (x) doortoepassingandelntegraalstellingranGreenop Q2 enhetvectoneld f : R? —
R? met £ (x) = (0, x1).

(i) Concludeedoorhetschrijvenvanden-hoekalseenverenigingvann driehoelendatgeldt

Z (xikJrl) +x£k))(x§k+l) _ Xék)) — Z x](_k)xék+l) _ x](_k+l)x§k))'

1<k=<n 1<k<n

Bewijs dezeidentiteitook middelsherschrijvingvanhetlinkerlid.



Exercise0.2 (Lambert’ s cylindrische projectie). Beschouwin R® de sfeers?, de deeherzameling
S van S2, endecylinder C?, gegevendoorrespectigelijk

$2={x eR®||x| =1}, S = 52\ {£(0,0, 1)}, C?’={xeR¥|x¥+x3=1, |x3| <1}.

IntroduceerLambert’s cylindrische projectie f : § — C? alsvolgt. Bij gegevenx e S, zij £, de
uniekelijn in R3 doorx die parallelaanhetvlak { x € R® | x3 = 0} is endie dexs-assnijdt. Definieer
nu f (x) alsdatsnijpuntvan¢, metC? datdekortsteafstandtot x heeft.

(i) Bewijs datdeafbeeldingf eenbijectieis die wordtgegevendoor

X1 X2
f(x) = ( ) ) x3>-
2 4ad \faf 4
Geefeenformulevoor deinversef = : C2 — S.

Zij nuV eendeehariéteitin R® vandimensie2 die bevatisin S.

(i) Verifieerdat f (V) eendeehariéteitin R® vandimensie2 die bevatis in C? entoonaandatV
en f (V) dezelfdeopperviaktehebben.

Definieer

Yi]l-n,r[x]-11] — Cc? door ¥ (o, x3) = (COS, Sina, x3).

(i) Bewijs daty eeninbeddingis meteenopendichtedeeherzamelingC van C? alsbeeld.

Zij deontrolling
g:C—]-mna[x]-11[CR?

gedefinieerdilsdeinversevani.

(iv) ToonaandatW endeontrolling g(W) dezelfdeoppervlaktehebbenyoor elke deehariéteitW
in R® vandimensie2 die bevatisin C.

(v) Beschouwnu hetspecialegeval datV ¢ S? eensferische tweehoek methoeke is, d.w.z., V
is de deeherzamelingvan S? begrensddoortweehalve grootcirkelsin S? wier raakwectorenin
eensnijpunteenhoekter grootteo vormen(in anderevoorden eenschilvaneenpartjevaneen
sinaasappelBewijs m.hv. deonderdelertii) en(iv) datdeopperviaktevanV gelijk is aan2«.
Concludeedatde oppervlaktevan S? gegevenwordt door4r.



Exercise 0.3 (Korte en lange as van ellips). Veronderstedata € R® en p € R® voldoenaan
0 < a1 < ap < azenpiprpsz # 0. Danzijn

E:={xeR% Y ax?=1} en P:={xeR%[(p,x)=0}
1<j=<3

eenellipsoideen eenplat vlak in R3, respectigelijk. Zonderbewijs mag men gebruilen dat de
doorsnijdingV := E N P eenellipsis.

Definieerverder f : R® — R door f(x) = |x||%

() Laatziendatdebeperkingf|y, van f tot V haarextremaaanneemendatdezepositiefzijn.

(i) Zij m eenextremumvan f|y,. Toonaandatma; # 1,voorl < j < 3. Bewijs datdeextrema
m van fy, voldoenaande kwadratischgverdrijf denoemersom datin te zien) vergelijking

P

15254 — 1

0.

Met andereworden,dewortelsvandezevergelijking gevendelengtevande korte endelange
halve asvandeellips V.

Hint: Gebruik de multiplicatorenmethode@an Lagrangeen neemhet inproductvan de re-

sulterendevergelijking metx € R3. Men vindt dat éénvan de multiplicatorengelijk is aan
m. Bewijs uit hetongerijmdedat de anderemultiplicator ongelijk 0 is, en bepaalverwlgens
vergelijkingenvoor de codrdinatervaneenpuntx waareenextremumwordtaangenomen.

Achtergrond. Wanneemwe metde indicescyclischmodulo3 rekenen blijkt devermelijking voor m
alsvolgt te zijn:

2 2 2 2
m Z Pjaj+1ajy2 —m Z pilajy1+aji2) +plc=0.
1=j=3 1=)=3






Solution of Exercise0.1

(i) Wehavecurl f(x) = 1,for all x € R?, henceGreens Integral Theorem8.3.5implies

opperviakte2) = [ curlf(mdx = [ (f0).dy)= ¥ f (O diy),
Q I

1<k=<n
where Q= {yP @) :=x® +r(x*D —x®) e R?|0<t <1}

As aconsequence,

foy®@® =(0.x" +1Gi™ —x). DyP@) = x4 —x®,

(foy®®), DyP()) = (g™ — xf) (P + 1 — ),

1
/ CFO). dy) = (28D — x) / (® 4 (D By g
Q2 0

(x(k+1) (k))(x(k) (k+l) (k))) — }(x£k+l) + xik))(xélwl) _ xék))‘

(i) Write Q asaunionof » triangleswith vertices0, x{ andx{**", for 1 < k < n. Next, notethat
the areaof suchatriangleequalshalf the areaof the parallelogranspannedy the vectoer(k)

andx{**?, wherethelatterareais givenby
®) (D
XpoXg CISCEIN SN
") G+ | =X A2 X1 X
X2 X

For anotheiproofof theidentityin part(ii), expandtheproductsatits left—handsideandobsene

that
Z xik+l)x§k+l) Z X(k) (k)

1<k<n 1<k<n

Solution of Exercise0.2

(i) Suppose: € S,thenx? + x5 = 1— x5 # 0. Furthermoref, = { (Ax1, Ax2, x3) | » € R}. Now

1
(Ax1, Ax2, x3) € C? = VEZ+ia)=1 = A=Ft—
,/xf + x%
The point of intersectionof ¢, with C? closestto x is obtainedby taking the plus sign. This

provesthe formulafor f. Furthermoregivenarbitraryy € C?, anelementx € S suchthat
f(x) = y hasto satisfy

=y = (Jd+d=l-xd=\1-0 = =y /1-)
for1 < j < 2. Indeedssuchanx belongsto S, in view of
IxI?= O+ )L —y5) +y5 = 1.

5



As aconsequence; € S existsandis uniquelydetermined.This establisheshe bijectivity of
f andalsothat

F0) = Oy =33 321 - 33, 33,

(i) Asiswell-known, upto subsetof nggligible areatwo-dimensionakubmanifoldsV contained
in S areof theform V = ¢(D), with ¢ : D — S? givenby
DC]——71,7T[><]——ZZ T [

23 and ¢ (a, 0) = (Cosx cosH, Sina cosH, sinb).

Notethatwe maytake D to beopenandthat¢ is anembeddingAs in Example7.4.6we see

opperviaktgV) =/ cosh dad§.
D
Onaccountof f and f ! beinga differentiablebijections(on suitableopensubsetsf R3) we
seethat¢ = f o ¢ : D — C? is anembeddingwhichis givenby
b (a, 6) = (cosa, sina, sind).

f(V) = ¢(D) is a submanifoldin R3 of dimension2 that is containedin C2 becauseof
Corollary4.3.2. Furthermore,

~

—d)((x ) = (—sina, cosx, 0), %(a, #) = (0,0, coshd),

3¢ ¢ -
_4’ > _‘i’(a 0) = cosf(cosu, Sinc, 0), H

a, 0) H = C0s4.
oo

Thereforef (V) = $(D) implies

opperviaktd £ (V)) = / cosh dad®.
D

(iii) Theassertions adirectconsequencef Exercise3.6 on cylindrical coordinates.

(iv) If W C C?,thenW = v/(D), for someD asin part(ii), while

d , 0
O (4.x3) = (- sina, cosa, 0). W (x5 =(0,0.1).
Ja 0x3
0 0 .
W _W(a x3) = (cosa, sina, 0), H— X —(a Xx3) H
Jdor  0Xx3 0Xx3

Thisandthefactthatg(W) = D now yield

opperviaktew) = / dadxz = opperviaktgg(W)).
D



(v) We mayassumehatthe greatcirclesintersectat the polesof S2, sincethis canbe achiesed by

applyingarotationof R2, whichis area-preservingNow theimage f (V) is acurvedrectangle
on C? of width « andheight2. Next unroll $? ontheplaneR?, in otherwords,apply g. Then
the curved rectanglewill be mappedto a genuinerectanglein R? of width o and height 2.

Applicationof parts(ii) and(iv) now yieldsthattheareaof V equals2«. In particulay S? is the
sphericaldiangleof angle2s, whichimpliesthatits areais 4.

Solution of Exercise0.3

() Theassertiorfollows from thatfactthat /1y, is a continuousfunction on the compactset V.

(ii)

Furthermore £ consistof morepointsthantheorigin alone.

Themethodof Lagrangemultipliersgivesthat /1y, is extremalatpointsx € V for whichthere
exist A € R? satisfying

(%) ij:2k1ajxj+)uzpj (1§j§3)-
Takingtheinnerproductwith x we obtain

2||x||? = 2 Z a;x? + hp(p. x) = 21, hence m = |x||? = A1
1<j=<3

Consideffirst thecaseof A, = 0. Then(x) implies
xj(l—maj)=0 (1<j<3.

If two of thecoordinate®f x areequalto O, thentheconditionx € P forcesthethird coordinate
to be O, but thenx ¢ E. Consequentlywo of thesecoordinatesdiffer from 0, which implies
0=1-ma; =1—ma;j, fori # j, thatis, a; = a;, acontradiction. Hencei, # 0. If

ma; — 1 = 0, for somej, then (x) implies A,p; = 0; andthus p; = 0, a contradiction.
Furthermorewe obtainfrom (x)

A2 pj .
==—"7 1<j<3).
Y 21— ma; 1=j=3
Butnow x € P gives
2 2
A )2 P;
52 T I =0, andso § J 1= 0.

1<j<3 = M4 1<j<3 M4 T



