EERSTE DEELTENTAMEN ANALYSE C
10 november 1990 9.30-12.30 uur

o Zet uw naam op elk blad dat u inlevert en uw naam en adres op de enveloppe.

e De verschillende onderdelen van de vraagstukken zijn zoveel als mogelijk is, onafhankelijk van
elkaar. Indien u een bepaald onderdeel niet of slechts ten dele kunt maken, ga dan toch door met
het maken van de volgende onderdelen.

o De gewichten van de vraagstukken zijn: 45:15:40.

Exercise 1. Zij 0 < y < /2. Dan heeft de verticale lijn in R? gaande door het punt (2 — 32, 0) een
uniek snijpunt, zeg x(y) € R?, met de cirkelboog:

{zeR? |z —(1,0)=1 2220}

en er geldt x(y) # (0, 0). De rechte lijn door (0, 0) en x(y) snijdt de verticale lijn gaande door (y2, 0)
in een uniek punt, zeg ¢(y) € R2. (Maak een schets!)

(i) Verifieer dat geldt:
3

P(y) = <y2, \/2‘1/_7> 0<y<V2).

(ii) Laat zien dat de afbeelding ¢ : ] 0, /2 [ — R? gegeven door y — ¢(y) een C*-inbedding is.

De cissoide van Diokles is de verzameling V C R? gedefinieerd door:

3
_ 2 Y 2
V-{(y,z_y2>eR

(iii) Toon aan dat V' \ {(0,0)} een C*°-deelvariéteit in R? van dimensie 1 is.

—\f2<y<\/§}.

(iv) Bewijs:
V=g1({0}), met g(z)=a}+ (x1—2)3.

(v) Laat zien dat g : R? — R surjectief is, en dat, voor elke ¢ € R \ {0}, de niveauverzameling
g 1({c}) een C*°-deelvariéteit in R? van dimensie 1 is.

(vi) Bewijs dat V' een gewone spits heeft in het punt (0,0), en leidt hieruit af dat V" in (0,0) geen
C'-deelvariéteit in R? van dimensie 1 is.

Exercise 2. Zij A : R" — R" een symmetrische lineaire afbeelding, en zij f : R” — R de kwadra-
tische functie:
f(z) =< Az, z> (xz€R").

(i) Bewijs dat voor alle x € R™ geldt:

grad f(z) = 2Ax.

(i1) Bewijs dat de extremale waarden van de restrictie van f tot de eenheidssfeer in R”, gelijk zijn
aan een eigenwaarde van A.
Aanwijzing: Denk eraan dat een continue functie op een begrensde en gesloten verzameling zijn
maximum en minimum aanneemt.



Exercise 3. Definieer f : [0, co[ x U — R door:
U={zcR?|21>0,29>0},

en.:
flyra)=y* —yai+a5+ 1) +27 (ye[0,00[,z€U).

(i) Bewijs m.b.v. de Tussenwaardestelling dat, voor elke z € U, er getallen y; = yi(x) en yo =
y2(x) in R bestaan z9, dat:

flyi;2) = f(y2; ) =0, en 0<y; <1< yso.
Definieer, in de notatie van onderdeel (i), nu ® : U — V door:

V={(y,p) eR?*|0<y <1<y}, @)= (), y2(2)).

(i) Toon aan dat ® : U — V een bijectieve afbeelding is, door te bewijzen dat voor elke y € V de
vergelijking ®(z) = y een unieke oplossing x = W(y) € U heeft, en dat geldt:

U(yr, v2) = (Vyiye, VI —y1)(y2 — 1)).

Aanwijzing: Beschouw de kwadratische polynoomfunctie y — (y — y1)(y — y2), bij gegeven
(y17 y2) € R2'

(iii) Bewijs dat U : V' — U een C'*°-afbeelding is. Ga na dat geldt, als ¥(y, y2) = x:

Y2~
det DU (y) = T

Leid hieruit af dat zowel ¥ : V — U als ® : U — V een C*°-diffeomorfisme is.

Voorelkey € I ={y € R |y >0, y#1}introduceren we nu g, : R? — R, resp. Vy C R?2, door:

5‘3% x% -1
gy(z) = E = —1, resp. V, =g, ({0}).

Merk op dat V}, een hyperbool, resp. een ellips, is, voor 0 < y < 1,resp. 1 < y.

(iv) Gana:
rzeV, < f(y;z)=0.

(v) Bewijs m.b.v. onderdeel (ii) dat elke x € U op precies één hyperbool en ook op precies één ellips
uit de collectie { V,, | y € I } ligt. En omgekeerd, dat voor elke (y1, y2) € V de hyperbool V,,
en de ellips V,,, precies één snijpunt, n.l. = ¥(y1, y2), in U hebben.

(vi) Bewijs, voor x = ¥(y1, y2) € U, dat de hyperbool V;, en de ellips V/;, in het punt = loodrecht
op elkaar staan.

Achtergrond. De laatstgenoemde eigenschap in (v) is opmerkelijk, en hangt samen met het feit dat
alle kegelsneden V}, hetzelfde brandpunt of focus hebben. Het element (y1, y2) = (y1(z), y2(z)) € V
bestaat uit de confocale coordinaten voor het punt z € U.



Uitwerking van Eerste Deeltentamen Analyse C van 10 november 1990.

De onderstaande uitwerkingen zijn langer dan het werk dat studenten redelijkerwijs gedurende een
tentamen kunnen produceren. Dat komt doordat geen gebruik is gemaakt van telegramstijl, etc., maar
ook omdat volledigheidshalve is ingegaan op details die bij de beoordeling van het ingeleverde werk
gewoonlijk niet aan de orde kwamen. Om de beoordeling 10 te behalen, kon men gemeenlijk volstaan
met werk met minder kwaliteit dan men hier zal aantreffen.

Uitwerking 1.

®

(i)

(iii)

(iv)

Een punt z op de verticale lijn {2 € R? | z; = 2 — y? } is van de gedaante z = (2 — 2, ---).
Verder is een punt x op de cirkelboog te schrijven als x = (1 + w, v/ 1 — w?) voor een geschikt
gekozen w € R met |w| < 1. In een snijpunt geldt: w = 1 — 52; en daarom is een snijpunt uniek,
en wordt het gegeven door:

xX(y) = (2—y2,y 2—y2) 0<y<V2).

Voor 0 < y < /2 geldt x(y) # (0,0). De rechte lijn door (0, 0) en x(y) heeft een parameter-
voorstelling { ¢ x(y) € R? | t € R}. Deze lijn snijdt de verticale lijn {z € R? | 71 = y*} in
precies één punt; noem dat punt ¢(y). In ¢(y) geldt t(2 —y?, ---) = (y2, - - - ). Derhalve hebben

we!
3

=" 5; dus ¢(y):(3/2a\/2y_7y2>-

Dit bewijst onderdeel (i).

De functie /" : [0, oo[ — R is continu, en een C"*-functie op het open interval | 0, oo [. Voor

y €]0,v2[is 2 —y? > 0, endus is y — /2 — y? aldaar een C*®°-afbeelding. Derhalve is
y — ¢(y) een C'*°-afbeelding als compositie van dergelijke afbeeldingen. Door te letten op de
eerste component y? van ¢(y) en omdat y > 0, zien we dat ¢ injectief is. Voorts geldt:

D¢<y)=<23):R%R2;

en het is duidelijk dat deze afbeelding injectief is. Tenslotte is de afbeelding ¢(y) — vy de
compositie van de continue afbeeldingen:

Sy) = d1y) =y* en y¥ o y;
en bijgevolg is deze afbeelding continu. Derhalve is:

¢_1|¢(]0,\/§[) :6(]0, V2[) =10, V2]

continu. Aan alle eisen voor een C'*-inbedding is nu voldaan door ¢ : ] 0, v/2[— R2.

M.b.v. Corollarium 4.3.2 volgt uit onderdeel (ii) dat ¢(] 0, /2 [) een C*°-deelvariéteit in R? van
dimensie 1 is; en dus is V' \ {(0,0)} dat ook, omdat deze verzameling de disjuncte vereniging is
van ¢(]0, v/2[) en de gespiegelde van ¢(]0, v/2[) t.o.v. de z;-as.

3 yb o3

Er volgt 23 = 5 = 52 Dus

Y

V22

(2 — 21)x3 = x3; ofwel g(z) = 0. Stel nu omgekeerd dat g(z) = 0; dan geldt dus (2 — x1)z3 =

Voor x € V, geldt x; = y? en zo =




v)

(Vi)

:U:{’ Allereerst volgt hieruit 0 < z; (want 0 > z; impliceert z; > 2, en dus 0 > 2, een

tegenspraak), en op analoge wijze volgt 1 < 2. Dus kunnen we schrijven z; = y? waarbij

3 3
x Y
V2 < y < V2. Verder geldt dan o = + L - ,maw.x V.
s 2—x1 /2 —y?

Er geldt: g(z1,0) = 23; en 1 — 27 is een surjectie van R op R.. Derhalve volgtdatg : R? — R
surjectief is. Verder hebben we:

Dg(z) = 323 4 23, 2(x1 — 2)z2) : R? — R;

en dus is Dg(x) surjectief tenzij:
302 4+22=0 en 2(z; —2)zo = 0.
Hieraan wordt alleen voldaan door 1 = 25 = 0; en er geldt g(0,0) = 0. Voor alle x € R? met

g(z) = ¢ # 0, is dus g een submersie in x; en m.b.v. de Submersiestelling volgt dat g=!({c})
een C*°-deelvariéteit in R? van dimensie 1 is.

‘We hebben:
1 1 1 \—3 1
(1 - *y2> ‘= 7(1 +0(y), y—0;

NCEEVCA V2

en dus vinden we:

oly) = (v°, \21/3 +0@w*), y—o.

De beweringen uit onderdeel (vi) volgen nu m.b.v. Lemma 5.3.10.

Uitwerking 2.

®

(ii)

Vanwege de symmetrie van A geldt, voor z, h € R™:
flx+h)—flz)=<Alx+h),z+h>—-<Az,z>=
=<Ah, x>+ < Ax,h>+ < Ah,h>=2< Ax, h >+ < Ah, h > .
M.b.v. de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz volgt:
| < Ah, h> | < [[AR] [[B]l < | Allpua. 151

Op grond van de definitie van afgeleide hebben we, voor alle z, h € R™:

< grad f(z), h >= Df(z)(h) =< 2Azx, h >;
en dit bewijst onderdeel (i).
We zoeken extrema van x — f(x) onder de nevenconditie:

reS" M ={zcR"|g(z)=<z,2>-1=0}.

Passen we onderdeel (i) toe met A = I, dan volgt dat grad g(x) = 2x. Overeenkomstig de
Aanwijzing heeft f beperkt tot S”~!, een maximum en een minimum; zeg dat zo een extremum
wordt aangenomen in 20 € S"~!. Krachtens de multiplicatorenmethode van Lagrange bestaat
dan A € R z6, dat:
grad f(z°) = X grad g(z°).
D.w.z.
242 =222°, en <20 20>=1.

een eigenvector voor A en A de bijbehorende eigenwaarde. Maar dan geldt:

f(2%) =< Ax% 20 > =< A0, 2% > =\

Bijgevolg is z°



Uitwerking 3.

(i) Omdat z; > O en x2 > 0, voor elke z € U, geldt:
fO;2)=22>0; f(l;2)=1-2?—a5—1+at=—23<0; flai+ai+1;2)=2a?>0.

Toepassing van de Tussenwaardestelling op de continue functie y — f(y; x) op de intervallen
[0, 1],en[1, 1+ 22 + 22] resp., geeft dat er getallen y; = y;(z), en yo = y2(x) resp., bestaan
76, dat:

fn(z);2) =0, 0<wyi(z)<l;  flp);z)=0, 1<y(x).

(i) Vanwege de definities is ¢ een afbeelding van U naar V. Om de surjectiviteit van ® te bewijzen
is het nodig om bij gegeven (y1,y2) € V een element x € U te vinden z4, dat y; en yo wortels
zijn van het kwadratische polynoom f(y; ). Anderzijds zijn y; en y2 wortels van het monische
polynoom:

(v =)y —y2) = ¥* = y(y1 +y2) + Y172

Coéfficiéntvergelijking geeft dus:
y1+y2 = af + a5+ 1, y1y2 = 7.

D.w.z.:
=yt -2t — 1=y tyi e —1=(1—y)(y2—1).

Er bestaan dus oplossingen x; > 0 en xo > 0, n.L:

1=y, w2 =+/(1—y1)(y2 — 1);

en bovendien zijn dit de enig mogelijke. Dus ® : U — V is bijectief, met de gegeven ¥ : V' — U
als de inverse.

(iii) De functie ,/ : [0, 00 [ — R is continu, en een C°°-functie op het open interval ] 0, co [. Omdat
y1y2 > 0en (1 —y1)(y2 — 1) > 0, voor y € V,is ¥ een C'*°-afbeelding. Er geldt:

Y2 Y1
VY1Yy2 VY1y2
2DW(y1,12) = y2 — 1 1—uy

Va—y)p2—1) V0 —y)(y2—1)
Dus:
ol —y)tuilye—1) -ty —y Y2 -0

Ve -y -1 VoA -y — 1) 212

Hieruit volgt det DU (y1,y2) > 0, en dus impliceert de Globale Inverse-functiestelling dat ¥ :
V' — U een C*°-diffeomorfisme is. Maar dan is ® : U — V het ook.

4det DY(y1,y2)

(iv) Er geldt: y(y — 1)gy(z) = —f(y; x), terwijl y(y — 1) # 0, voor y € I.

(v) Voor gegeven = € U bestaat volgens onderdeel (ii) een uniek element (y1,y2) € V z0, dat:

0<yr <1, gy(x)=0; 1 <wy2, gy(z)=0.

x € V,, met V,, hyperbool; x € Vy, metV,, ellips.



Anderzijds volgt ook uit (ii) dat bij gegeven (y1,y2) € V er een unieke z = U(y1,y2) € U
bestaat z06, dat:

9y (:L‘) =0en gyz(x) = 0.
D.w.z.:
‘/;/1 m‘/yQQU:{x}’

(vi) Er geldt:

o) ) .
grad g, () = 2 (, ) j=12).

Dus volgt m.b.v. (ii) dat:

L arad gy, (2), grad gy, (1) > = L+ 73 1-1=0
— < grad gy, (), grad g, (z) > = =1—-1=0.
4 vt v ny2 (1 —1(y2—1)

De bewering volgt nu omdat T3V, = (< grad g, (z) >)+.



