TENTAMEN ANALYSE C
2 maart 1991 9.30-12.30 uur

o Zet op elk blad dat u inlevert uw naam, en op de eerste bladzijde de naam van uw practicumleider.

e De verschillende onderdelen van de vraagstukken zijn zoveel als mogelijk is, onafhankelijk van
elkaar. Indien u een bepaald onderdeel niet of slechts ten dele kunt maken, ga dan toch door met
het maken van de volgende onderdelen.

e De gewichten van de vraagstukken zijn: 10:45:45.

Exercise 0.1. Onderstel dat f : R? — R een C'!-functie is, en definieer:
U(r, o) = (rcosa, rsina), voor (r, o) €]0,00]x]|—m, 7[; i=+—1.
Bewijs nu dat geldt, als 0 # 2 = ¥(r, a) € R?:

1 <8f +_8f)(x)_1<3(fo\11) ia(follf)>(r’ o).

T1 + i 29 \ O3 1871’2 r or +r 19e

CoS & sin «v
Aanwijzing: Er geldt: DY (r, o)~ = 1 1 )
——sin«o —cosa
r T

Exercise 0.2. [Astroide]. Dit is de kromme A C R? gedefinieerd door:
A={zrcR? |$§/3—|—$§/3:1}.
(i) Bewijs: rEA = 1—af—a3=3(Jr112)*%
en concludeer dat ||z|| < 1, als z € A.
(ii) Bewijsdat A\ {(—1,0) } = im ¢, waarbij:
¢:]—m m[—=R?* met ()= (cos®t, sin®t).

Definieer:

T ZYeR, S ={(1,0), (0,1), (0,~1), (~1,0)} C A.

D=]-m x[\{-5.0,7

(iii) Ganadat ¢ : D — R? een C*°-inbedding is. Toon aan dat A een C*°-deelvariéteit in R? van
dimensie 1 is, behalve in de punten van S.

(iv) Ga na dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan A in ¢(t) gelijk is aan — tant, als t € D.

Concludeer nu met onderdeel (i) dat A in de punten van .S een spits heeft. Maak een schets van
A.

(v) Verifieer dat de lengte van A gelijk is aan 6.

(vi) Bereken de oppervlakte van de begrensde verzameling in R? begrensd door A.



Exercise 0.3. Zij A" de open verzameling in R™ gegeven door:
A"={zeR"|z; >0, voorl1 <i<n, z1+ -4z, <1}
(i) Bewijsdat ¥ :]0, 1[" — A" een C*°-diffeomorfisme is, indien ¥(y) = x waarbij:
T=W1y293  Yn-1Yn: L =¥1) Y293 Yn-1Yns ~» (1 = Yn—2) Yn—1Yn, (1 = Yn—1) Yn)-

Aanwijzing: Voor x € A" geldt y; € ]0, 1[, voor 1 < ¢ < n, als:

Yn = x1+--- et
Yn—1Yn = 14+ e Xy
yTL—QyTL—lyn = x1+--- “'+x1’L—2

(i) Bewijs:

Aanwijzing: Tel bij elke rij in DW¥(y) steeds al de voorgaande rijen op.
Definicer R, = {p € R" | p; >0, voor1 <i <mn}.
(iii)) Bewijs nu de volgende formule:

L(p1)L(p2) - T'(pn) i
I(pr+p2+--+pn+1) (peRY).

p1—1 _p2—1 pn—1 7. _
/ T wy eeabr T de =
n

Aanwijzing: Hierbij herinneren we aan de bekende formules, geldig voor p > 0, g > 0:

* p—1 34 _ _ 1p—1 g1 _F<P)F(Q)
/Oe Pdt=T(p),  pT(p) =T(p+1), /Ot (1-trtar = g2

1

(iv) Concludeer i.h.b. dat: vol, (A™) = =
n!

Tenslotte wordt het hyperoppervlak X"~ ! in R" gedefinieerd door:
»nl ={yeR"|y; >0, voorl <i<m,y1+-+y,=1}
Veronderstel nu dat p € R} voldoet aan p; > 1, voor 1 <7 < n.

(v) Ganadat "1 C A", en dat de functie y — ' - - - y2* ! verdwijnt in die punten van QA"
die niet tot X"~ ! behoren.

(vi) Bewijs nu m.b.v. Stelling 6.7.1 de volgende formule:

/n1 y?flfl .. -yﬁ”—lw(y) dy = /1 L(p1)T(p2) - - - T'(pn)

T(pr+p2+--+pn)

vn

(n—1)"

(vii) Ga na dat i.h.b. volgt: hyperarea,, ;(X""!) =



