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Inleiding

Zo vaak zeggen mijn vrienden en kennissen dat ze graag wat meer over wiskunde willen
weten en horen. Maar hoe kan ik dat doen op een bevattelijke manier zonder de waarheid
geweld aan te doen? Al werkend aan deze cursus merk ik dat er inderdaad veel is wat
op een begrijpelijk niveau de fascinerende schoonheid van wiskunde kan laten zien.

“Wat me trof in al mign gesprekken met hen was de buitengewone navwkeurigheid waar-
mee ze zich uitdrukten ... de precieze opbouw van het antwoord ... dat wiskundigen
domweg een hekel hebben aan het doen van een onware uitspraak ... 7 Zie de Neder-
landse versie van [86], pagina 12.

Tets uitleggen wil ik doen op een wiskundig juiste manier. Zo vaak wordt er in onze
wereld populariserend geschreven en gesproken (daar heb ik niets op tegen). Maar de
grens wordt overschreden als we daarbij onware uitspraken doen. En dit gehoor zal dat
ongetwijfeld als storend ervaren.

In deze syllabus, en in mijn cursus probeer ik onderwerpen te behandelen die zonder
voorkennis begrepen kunnen worden. En er blijkt veel moois te doen te zijn. Op en
avond vroegen twee nichtjes van me, die geen exacte opleiding/achtergrond hebben, of ik
iets kon laten zien van wat wiskundigen zo fascineert. Ik liet ze een mooie puzzel en het
wiskundige mechanisme daarachter zien. Ze begrepen een (tamelijk moeilijk) wiskundig
bewijs. Het bevestigde mijn verwachting dat dit materiaal kan worden uitgelegd aan
iedereen die bereid is na te denken, ongeacht de voorkennis.

In deze cursus probeer ik te laten zien hoe een moderne wiskundige werkt. Een van de
aspecten daarvan is de volgende ontwikkeling die we vaak zien in wiskundige onderzoek:

we bestuderen een probleem, vaak is nieuwsgierigheid de directe aanleiding (zou dit
z6 of z6 in elkaar zitten?);

voorbeelden, berekeningen, theorie, de wiskundige probeert voeling te krijgen met
het materiaal;

de intuitie zegt: alles wijst op een simpele en elegante oplossing; de formulering
daarvan noemen we soms een vermoeden;

het kan dat dat vermoeden lang open blijft (we zullen er veel voorbeelden van zien);

maar het gebeurt ook wel dat de oplossing in een heel ander deel van de wiskunde
blijkt te liggen (we hadden kennelijk nog niet begrepen wat de essentie van het probleem
was).

Open vragen, vermoedens geven vaak richting in onderzoek; soms wordt een heel nieuw
vakgebied ontwikkeld om dat probleem op te lossen; soms blijft het probleem eeuwen
lang open, een uitdaging voor wiskundigen.

Ook blijkt: naarmate we meer weten wordt het aantal open problemen ook groter.
Wiskunde is niet allen fascinerend, maar ook springlevend.

We volgen onder andere de lijn:
welke regelmatige veelhoeken zijn te construeren met passer en lineaal? (Een pro-
bleem uit de oude Griekse wiskunde.)



Gauss geeft op heel jonge leeftijd een oplossing.

Maar dan blijkt al snel dat hiermee het probleem verschoven is naar de vraag welke
“Fermat getallen” een priemgetal zijn; tot op heden onopgelost (ondanks veel theorie
en berkeningen op grote computers);

we hebben geen idee hoe we die vraag bevredigend kunnen beantwoorden.

Of: een probleem uit de oude Griekse wiskunde is dat van de “perfecte getallen”.
Gedeeltelijk opgelost, in de zin dat we weten hoe we die moeten zoeken (dat wist Euclides
al).

Maar een uiteindelijk antwoord weten we pas als we weten welke Mersenne getallen een
priemgetal zijn. Ondanks heel veel werk nog steeds niet bevredigend opgelost.

Een suggestie/verzoek van mijn kant.

(1) Als U iets niet begrijpt in mijn uitleg, stel dan direct een vraag. Graag wil ik U veel
mooie dingen laten zien. Maar dat kan alleen maar als U het ook kunt volgen.

(2) Probeer elke keer een bewijs zelf uit te schrijuen. Probeer ook elke keer een vraagstuk
of een opgave zelf op te lossen. Het blijkt dat men weinig pleizier beleeft in het algemeen
aan “alleen maar luisteren”, maar juist veel pleizier beleeft als men actief de geboden
stof volgt, zelf dingen uitzoekt, nieuwsgierig blijft, bij elk nieuw onderwerp zich afvraagt
hoe iets in elkaar zou zitten.

(3) Elke keer zal ik ook een onderwerp of een puzzel behandelen die nu niet direct met de
stof te maken heeft. Als U af en toe de algemene lijn te abstract vindt, dan is misschien
dat onderdeel van het college stimulerend, geeft U wellicht een tevreden gevoel daar
genoegen aan beleefd te hebben.

(4) Wat ik hoop en verwacht U te laten zien: een probleem lijkt moeilijk, maar als je
ziet wat de wiskundige theorie er achter is, dan is het probleem eenvoudig, elegant en
prachtig. In § 11 zien we daar een mooi, elementair voorbeeld van. Ik hoop dat U dat
ook ervaart in allerlei meer gecompliceerde problemen.

(5) Bewijsmethoden zijn essentiéel in de wiskunde. Vaak kunt je over oneindig veel
verschillende gevallen iets zeggen met één eenvoudige redenering.

We zullen zien: een bewijs uit het ongerijmde (neem aan dat iets niet waar, kom tot
een tegenspraak, conclusie: het is wel waar).

We zullen ook zien: een bewijs met volledige inductie (voor elke i > 0 is er een
uitspraak U (i) gegeven; bewijs dat U(1l) waar is; neem aan, inductie-aanname, dat
uitspraak U(n) waar is voor n > 1; bewijs, inductie-stap, dat dan volgt dat U(n + 1)
waar is; conclusie: U (i) is waar voor alle i > 1); één stap bewijst oneindig veel gevallen.

Ik hoop dat U kunt genieten van de schoonheid van zulke bewijzen.

“Flke formule in een tekst halveert het aantal geinteresseerde lezers.

Als dit zo zou zijn dan heeft deze syllabus aan het eind bar weinig lezers over. Mooie
wiskunde kun je nu eenmaal niet uitleggen zonder logische stappen te beschrijven met
wiskundige terminologie, zonder de gedachten te preciseren in compacte formules. In
vroegere wiskundige culturen werd soms wiskunde beschreven in lange teksten, die bo-
vendien niet precies genoeg waren. In de moderne wiskunde kunnen we een hoge mate
van precisie bereiken door de dingen die we beschrijven met eenvoudige en directe de-
finities te omschrijven, en vervolgens met duidelijke formules de voortgang van de ge-



dachtengang te ondersteunen. — Ja, dat kan wel eens abstract worden. Daarom is het
zo goed als een wiskundige tekst gelardeerd wordt met uitleg, voorbeelden en bereke-
ningen, beschrijven van de achtergrond, benoemen van de wiskundige intuitie, en vooral
door het expliciet maken van “dwarsverbanden” (bij voorbeeld een algebraische formule
meetkundig begrijpen, we zullen daar mooie voorbeelden van zien).

Hier en daar zal ik wat verder gaan dan elementaire voorkennis toestaat. Elk onder-
deel waar iets meer voorkennis verondersteld wordt wordt met een * aangegeven. Zulke
onderdelen kunt U gerust overslaan. Al het andere materiaal hoop ik, verwacht ik, is
geheel toegankelijk voor iedereen die durft na te denken, die bereid is abstracte gedachten
toe te laten.

De schoonheid van wiskunde bestaat eigenlijk uit twee totaal verschillende componenten.

Een ervan is die ongebreidelde stroom van nieuwe gedachten, vergezichten in een ab-
stracte wereld, het plotseling eenvoudig worden van een probleem dat eerst onoplosbaar
en erg moeilijk leek. Over de intuitie van de wiskundige die hieraan ten grondslag ligt
zal ik in de cursus af en toe komen te spreken.

Een ander aspect is het feit dat je al die vergezichten, die prachtige gedachten kunt
vatten in precieze beschrijvingen, kunt bewijzen in sluitende gedachtengangen. — Ik
hoop en verwacht van alle deelnemers dat hier aan de slag gaan: niet alleen passief
luisteren, maar ook vragen stellen, en vooral elke week tenminste één bewijs zelfstandig
en volledig uitschrijven. Zo krijgt U voeling met deze wondere wereld, zo ziet U hoe een
beetje nadenken inzicht kan geven.

In de cursus zal ik wiskundige notatie gebruiken. Mogelijk heeft U even nodig om daar
aan te wennen. Stel een vraag zodra U niet begrijpt wat ik opschrijf of zeg!

Aspecten uit de geschiedenis van de wiskunde kun je op twee wezenlijk verschillende ma-
nieren beschrijven. Enerzijds kan men kiezen voor de methode de notatie, het gedachten
goed, de gevoelens van de periode die je beschrijft zorgvuldig te beschrijven in de taal
en notatie van die tijd; een historicus zal in het algemeen deze weg volgen. Anderzijds
kun je het historisch materiaal in moderne notatie en interpretatie weergeven. Hier heb
ik voor voor deze tweede methode gekozen.

Een lijstje van een paar romans die wiskundigen beschrijven:
http://kasmana.people.cofc.edu/MATHFICT /mfview.php?callnumber=mf547



1 Priemgetallen

We beginnen met een heel klassiek onderwerp: priemgetallen. In deze paragraaf lei-
den we eenvoudige eigenschappen af. Het merendeel van dit materiaal en de relevante
verwijzingen is te vinden in [100], [65]. Zie ook [7], [?].

(1.1) Definitie. We werken in de verzameling Z van alle gehele getallen. De notatie
d | a wordt gebruikt voor: d deelt a; dat wil zeggen, er betaat een b € Z met d-b = a.
Een getal p € Z~1 heet een priemgetal als 1 en p de enige positieve delers van p zijn:

d€Zsy, dlp = d=np.

(1.2) Opmerking. Elk getal a € Z~ is deelbaar door een priemgetal.

Bewijs. Merk op dat de bewering juist is voor a = 2. Neem aan dat de bewering juist
is voor alle @’ met 1 < @’ < a (inductie-aanname). Als a een priemgetal is dan zijn we
klaar. Als A niet een priemgetal is, dan heeft a een deler d heeft met 1 < d < a. Schrijf
a = d-a’. De inductie veronderstelling bewijst dat er een priemgetal p is dat a’ deelt.
Dan is p ook een deler van a. QED

(1.3) Stelling. Voor elk getal a € Z~1 is er een ontbinding a = p; X -+ X pp in
priemfactoren. Een dergelijke ontbinding in priemfactoren is eenduidig op volgorde van
de factoren na.

Hiermee wordt bedoeld: voor elke n € Z met n ¢ {—1,0,+1} bestaan er priem-
getallen p1,---,ps met n = +p; X -+ X ps. Bovendien als p; X -+ X pg = 1 X -+ X 4
waar alle factoren priemgetallen zijn, dan is s = ¢ en na eventueel omnummeren geldt
pr="»1, - ,ps=Ls.

We hoeven alleen maar factorizatie voor positieve gehele getallen te beschouwen.
We kunnen (formeel) ook staande houden dat 1 een dergelijk factorizatie heeft, door te
postuleren dat het lege product de waarde 1 heeft. We kunnen ook negatieve getallen
in de beschouwingen betrekken; in dat geval moeten we de formulering wat aanpassen.

In § 16 ontwikkelen we een methode om dit te bewijzen, zie (16.3). We zullen deze
stelling gebruiken, zonder verdere verwijzing.

(1.4) Voorbeelden. De getallen 2,3,5, - - zijn priemgetallen.

Zijn er veel priemgetallen? Waar liggen ze? Hoe vinden we priemgetallen? En, hoe
kunnen we dit begrip gebruiken?

We beginnen met een stelling die al heel lang geleden bewezen werd:

(1.5) Stelling (Euclides, Boek IX, Prop. 20). Er zijn oneindig veel priemgetallen.
Bewijs. We zagen dat er tenminste één priemgetal is. (Bij voorbeeld 2.) Neem een



eindige, niet lege verzameling priemgetallen {p1,pa,---,p;}. We laten zien dat er nog
een priemgetal is dat niet in deze verzameling ligt. Beschouw

a:=pi X pz, X Xpg+ 1.

Dit getal a is deelbaar door een priemgetal, zie (1.2); we schrijven p voor een van de
priemgetallen die a deelt.
Bewering: p # p; voor alle 1 < i <t.
Inderdaad, bij deling met rest van a door p; is de rest 1. En bij deling met rest a door
p is de rest 0. Hieruit volgt dat de bewering juist is.

Dit bewijst dat de verzameling van priemgetallen niet eindig is. QED

(1.6) Wat een schitterend bewijs. We willen laten zien dat iets niet eindig is. En dat
doen we door één stap te bewijzen.

Oefenen in het noteren met wiskundige symbolen. De laatste stap in het bewijs
schrijf ik uit zoals een wiskundige dat liever doet:

a=1 (mod p;)

a=0 (mod p) }:H%#p-

Uitleg: a =b (mod c) betekent: ¢ deelt a —b. Het symbool = staat voor een logische
implicatie: wat er links van staat bewijst dat wat er rechts van staat juist is.

(1.7) We kunnen de methode van het bewijs ook gebruiken om een oneindige rij van
onderling verschillende priemgetallen te construeren. “Elke keer kiezen we het kleinste
priemgetal dat a deelt”: begin met p; = 2 en dan komt er:

p2p=3, p3=2x3+1=7, pp=2x3xT7T+1=43,

ps =13 want (2x3x7x43+1=1807=13x 139),--- .

Het is niet duidelijk dat we zo ook alle priemgetallen krijgen. En het is ook niet zo dat
ze in de goede volgorde staan.

(1.8) Opgave. Construeer een rij priemgetallen op de volgende manier: begin met
p1 =2, dan py = p% +1 =5, en inductief verder door: py41 is het kleinste priemgetal dat
p? X -+ x p? + 1 deelt. Bewijs dat in deze rij priemgetallen het getal 3 niet voorkomt.

(1.9) Nog een manier om te bewijzen dat er oneindig veel priemgetallen bestaan. Met
dank overgenomen uit:

http://www.wiskundemeisjes.nl/20080725 /priemformule/
Neem a(1) = 7 en neem voor n > 2

a(n) =a(n —1) + ggd(n,a(n — 1)).

We vinden bij de eerste stap a(2) = a(1) + ggd(2,7) = 8. De verschillen tussen twee
opeenvolgende termen a(n) — a(n — 1) geven priemgetallen (en een heleboel enen).
De reeks a begint zo:



7.8,9,10,15, 18, 19, 20, 21, 22, 33, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 69, - - -

en dit zijn de bijbehorende verschillen a(n) — a(n — 1)

1,1,1,5,3,1,1,1,1,11,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,23.

Als we de enen overslaan, dan krijgen we de priemgetallen 5,3,11,3 en 23. Als je zo
verder gaat, dan vinden we (zonder de dubbelen en de enen) meer priemgetallen

5,3,11,23,47,101, 7,13, 233,467,941, 1889, 3779, 7559, 15131, 53, 30323, - - - .

Eric Rowland bewijst in het artikel [80] dat in deze reeks alleen enen en priemgetallen
voorkomen.

(1.10) We nummeren alle priemgetallen naar klimmende grootte, p; < p;+1 voor alle
1
b1 :27 p2:37 p3:5?"'7 p20:717'”7 Pb3oo0 = 1987? .

Dat die rij bestaat is duidelijk. Maar ik zie niet in hoe je een priemgetal met een groot
index-cijfer kent zonder alle vorige priemgetallen in deze rij te bepalen.

We geven nu voorbeelden van vragen over priemgetallen, en de opgave aan U is om eerst
eens in te voelen of deze vragen moeilijke of gemakkelijk te beantwoorden zijn.

(1.11) We schrijven

A; = piv1 — pi
het ”gat”tussen twee opeenvolgende priemgetallen op deze plaats.
Vraag 1. Komen er willekeurig grote gaten voor? Of is de lengte van de gaten begrensd?
Hoe beantwoord je een dergelijke vraag zonder dat je alle priemgetallen kent?
Vraag 2. Komt het maar eindig vaak of eindig vaak voor dat A; =2 7 We zeggen dat
p,q een priem-tweeling is als dit priemgetallen zijn met ¢ — p = 2. Onze vraag is dus:
is het aantal priem-tweelingen eindig of oneindig? Voorbeelden: {3,5}, {5,7}, {11, 13}
etc. 7 Zie (9.10), (9.11).

We zullen veel later een stelling behandelen die laat zien dat de priemgetallen ”steeds
schaarser”. Dat geeft een antwoord op de eerste vraag, maar niet op de tweede vraag.

(1.12) Eerste verrassing: Stelling. Voor elke N € Z~g is er een i met A; > N.
(Met andere woorden: de lengte van de gaten is niet begrensd.)
Bewijs. Voor een gegeven N beschouw het getal

L:=2x3x4xjx---x(N+1).

Dit getal wordt wel genoteerd als: L = (N +1)!, spreek uit: “N + 1 - faculteit”. Merk
op dat de getallen
L+2 L+3, L+4,---, L+ N+1



niet priem zijn; want: L+2,---, N+7,--- L+ N +1 is deelbaar door 2,---,j,---, N +1.
Noem p; het grootste priemgetal dat kleiner is dan L + 2; dan is p;y1 het kleinste
priemgetal dat groter is dan L + N 4+ 1. We zien:

pi+1—pz‘=AjZ(L+N—|—2)—(L—1)>N.

QED

(1.13) Tweede verrassing: een open probleem, een vermoeden. Er zijn heel
veel priemtweelingen gevonden. Het aantal priemtweelingen onder de 108 is veel groter
dan het aantal inwoners van de USA. We hebben vermoedens die ongeveer aangeven
hoeveel priemtweelingen er zijn onder een gegeven grens.

In 2007 was er een priemtweeling bekend waar elk van de twee priemgetallen bestaat
uit 58711 cijfers.

Meestal schrijven we

ma(n) voor het aantal priemtweelingen (p,p + 2)met p < n. Een paar voorbeelden:

m9(10%) = 440,312

7 —2(10'%) = 10, 304, 195, 697, 298

Als U graag rekenen wilt: Bewijs dat m2(1000) = 35.
Zie:
http://en.wikipedia.org/wiki/Twin_prime
http://mathworld.wolfram.com/TwinPrimes.html
Zie (9.10)

(1.14) Opgave. a) Bepaal alle priemgetallen p zodanig dat ook p + 2 en ook p + 4
priem zijn.

b) Zij (p,q = p + 2) een priemtweeling met p > 3. Bewijs dat er een getal n € Z is
zodanig dat p = 6n — 1, ¢ = 6n+ 1. Bewijs: als voor een priemtweeling (p, ¢) met p > 5
dat getal n voldoet aan n = apmodl0 met 0 < a < 10, dan is a € {0,2,3,5,7,8}. Bewijs
dat al deze waarden voor a voorkomen voor een priemtweeling.

(1.15) Is er een formule die precies alle priemgetalen geeft? We zullen zien dat dit te
vaag geformuleerd is, dat er vele antwoorden zijn, maar dat het nut van die antwoorden
beperkt is. Voor een overzicht en verwijzingen, zie [21], [22].

(1.16) Verrassende stelling. Er is een getal o € R zodanig dat het n-de priemgetal
gegeven wordt door:

pn = [107HD/2).0] — 107 [100 2.4,

Zie [62].
Uitleg: voor x € R schrijven we [z] voor het grootste gehele getal dat hoogstens x is (als
x > 0: all cijfers achter de komma weglaten).



Dit lijkt toch prachtig: een formule die alle priemgetallen geeft. Maar het is mooier
dan het lijkt. Een dergelijke a bestaat. Maar, om « te bepalen moeten we alle priem-
getallen kennen, want

n=0oo

_ Pn _ .
a = Z T 0.203005000700011000013 - - - .
Uitleg notatie:
n=m
an, betekent a1 +as+ -+ am.
n=1

Om te bewijzen dat dit inderdaad werkt moeten we weten: p, < 10". Is dit wel zo?
Voor kleine priemgetallen is dit eenvoudig na te gaan. Maar verderop komen er soms
veel grotere gaten. Hoe kunnen we dit bewijzen voor alle n 7 Zie (6.21): als we (een
zwakke vorm van) de priemgetalstelling hebben, dan kunnen we een dergelijk afschatting
eenvoudig maken.

(1.17) Opgave. Definieer 5 € R door:
= [107-a] — 1021100V

Geef een formule voor het n-de priemgetal p, met behulp van 3. Zie [22], pag. 20.

(1.18) Al leek het dan niet zo nuttig om ”formules voor priemgetallen” vinden, er is
wel een belangrijke bijdrage in deze richting. Er is een polynoom P € Z[a, b, -+, x,y, 2] =
Z[|Ty,---,Toe] met gehele coéfficiénten van graad 25 in 26 variabelen, zodanig dat elke
positieve waarde van dat polynoom (substitueer gehele getallen voor de variabelen) een
priemgetal is, en zodanig dat alle priemgetallen op die manier verkregen worden (J. P.
Jones), zei [47], zie [19], pag.331; zie [22], pag. 21.

Dat heeft niet veel practisch nut (je moet heel veel rekenen om een priemgetal eruit
te krijgen). Maar het is van groot technisch nut: dit lost een beroemd probleem uit de
logica op. Zie [47], zie [19]. Zie ook [22].

(1.19) Deelbaarheid door 3. We laten zien dat het getal 1143123 niet een priem-
getal is. Reken de som van de cijfers uit. Dat is gelijk aan 15 in dit geval. Omdat 15
deelbaar is door 3 volgt dat 1143123 deelbaar is door 3.

Bewijs: Als we 10 door 3 delen komt er rest 1. Algemener: als we 10 met ¢ > 0 door drie
delen komt er rest 1. Daaruit volgt dat als we 1143123 door 3 delen er precies dezelfde
rest komt als we 1 +14+4+4+3+ 1+ 2+ 3 door 3 delen.

Opgave. Formuleer een criterium voor deelbaarheid door 3 en geef een bewijs.
Opgave. Formuleer een criterium voor deelbaarheid door 9 en geef een bewijs.

(1.20) Deelbaarheid door 11. We laten zien dat 62135821 deelbaar is door 11.
Merk op dat 64+ 1+5+2=2+3+8+ 1 (de som van de cijfers met even rangnummer
en van de cijfers met oneven rangnummer). Hieruit volgt dat 62135821 deelbaar is door
11.

Opgave. Formuleer een criterium voor deelbaarheid door 11 en geef een bewijs.



(1.21) Merk op: 7 x 11 x 13 = 1001. Dit kunnen we gebruiken. Een voorbeeld: laat
zien dat 58207897 niet deelbaar is door 7 en niet deelbaar is door 13. Is 800850052015
deelbaar door 137

(1.22) Opgave. Een oude Chinese test of een gegeven getal priem is zegt:

(n€Zs1, n|((2"-2) =% n iseen priemgetal.

Is dit juist?

(1.23) Opgave. Beschouw de veelterm f = X2 — X + 41. Substitueer daarin de
getallen n = 0,1,2,--- etc. 7 we zien steeds priemgetallen verschijnen (hoe lang gaan
we door 7). Is f(n) een priemgetal voor elke n € Z>o?

(1.24) Een oplossing van (1.8). Als 3 niet een deler is van een geheel getal n, dan is
n? = (mod 3). Dus is p? x - - x p? + 1 niet deelbaar door 3.

(1.25) Een oplossing van (1.14). a) Van de getallen {N, N + 2, N + 4} is precies een
deelbaar door 3. Als ze allemaal priem zijn dan is N = 3.

b) Als a = 4 of @ = 9 dan is 5 een deler van 6N + 1. Als a = 1 of a = 6 dan is 5 een
deler van 6N — 1.

Beschouw d en a voor: p =159, p=11, p =17, p =29, p = 41, p = 107.

(1.26) Een oplossing van (1.17)

P = [107.8] —10* L1008,

(1.27) Een oplossing van (1.22)*. Nee, dit is niet juist: neem n = 341 = 11 x 13. Hoe
laten we zien dat deze n aan de voorwaarde voldoet? Bedenk dat 234! een getal van 103
cijfers is. We gaan het criterium niet decimaal berekenen. Daarom een bewijs waarin
we wat techniek gebruiken.

Bedenk dat (Z/11)* een (cyclische) groep is van orde 10. Dus is

(2 mod 11)3*! = (2 mod 11)317310; qus 11 | (234! - 2).
Uit 2° = 32 bewijzen we:
(2 mod 31)3*! = (2 mod 31)3417340. dqus 31| (234 —2).

We concluderen dat 11 x 13 | (234! — 2). QED

1313

Het getal 341 heet wel een “Carmichael getal” of een ““pseudo priemgetal”.

Probeer ook eens 561.

Is het getal 1729 saai? Zie
http://www.mathpages.com/home/kmath028.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/1729_ (number)

Zie verder [7], § 8.
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(1.28) Een oplossing van (1.23).
Stelling. (Euler) f(n) geeft een priemgetal geeft voor alle 0 < n < 40.
Maar hij wist natuurlijk best dat f(41) niet een priemgetal is.

Vervang het getal 41 door een van de waarden 2,3,5,11,17 en formuleer een analoge

opgave/stelling.
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2 Perfecte getallen

Hier is een klassiek probleem: kennen we alle perfecte getallen?

(2.1) Definitie. Een positief geheel getal N > 1 heet perfect als het de som is van de
eigen echte positieve delers. (We zeggen dat d een echte deler is als d een deler is van
N en als bovendien geldt 1 < d < N.) Bij voorbeeld 6 = 1 + 2 + 3 is een perfect getal.

We kunnen de definitie nog ander formuleren. Bij een gegeven N € Z>n beschouwen
we de getallen d die N delen met 1 < d < N (dus ook het getal d = N zelf). We
schrijven o(N) voor de som van deze delers. Herformulering: we zeggen dat N perfect
is als 2N = o(N).

Voorbeelden:
6=1+2+3, 0(6)=12; 28=1+24+4+7+14, 0(28) = 56.

Probeer zelf nog een perfect getal te vinden.
In de Griekse oudheid werden deze getallen bestudeerd en gedeeltelijk geclassificeerd.

Samenvatting. We schrijven

o(N) = Z d; N is perfect <= o(N)=2N.
1<d<N, d deelt N

Anders gezegd:
Z d=N <= N is perfect.
1<d<N, d deelt N

(2.2) Definitie. Een geheel getal p > 2 heet een priemgetal als 1 en p de enige
positieve delers van p zijn. M.a.w. als 1 < ¢ < p dan is ¢ niet een deler van p. We
hebben dit reeds bestudeerd in § 1.

Voorbeelden: 2,3,5,7,11,13,17,--- zijn priemgetallen. Ga na dat 1143123 niet een
priemgetal is. Ga na dat 62135821 niet een priemgetal is. (Als het niet lukt, kijk dan
in §1).

Discussie. We noemen het getal 1 niet een priemgetal. Vroeger (b.v. in de tijd van
Euler en Goldbach) was dat wel gebruikelijk. We komen hier nog op terug.

(2.3) Stelling (Euclides). Een even getal N is een perfect getal is, dan en slechts dan
als er een positief geheel getal n > 2 is zodanig dat:

N=(2"-1)2""' en M, :=2"—1 is een priemgetal.

(2.4) We laten we eerst een eenvoudig gedeelte van het bewijs zien. Neem aan dat
q:= 2" — 1 = M, een priemgetal is. We zien dat echte delers van N = (2" — 1)2"~! =
(2" —1)-q zijn:

1,2,4,---,2" Y 1.4, 2, 4q, ---, (2“-2).61.

12



Daarom:
(142444 +2"H 4+ Q4244+ +2"2)q=

=@ =D+ -1 -1 =2 g =N

Dit laat zien dat elk getal van de vorm N = (2" — 1)2"~1,
waar M, = 2" — 1 een priemgetal is, inderdaad een even perfect getal is.

We zien:
My=3, (2> YMy=6;, Mz=7, (2°°')M3=28.

We vinden direct al weer een nieuw even perfect getal:
Ms =31, (2°71)Ms5 = 16 x 31 = 496.

Zoek zelf nog een ander perfect getal.

Vraag. Kunnen we op deze manier alle (even) perfecte getallen vinden?
Vraag. Zijn er ook oneven perfecte getallen?

(2.5) Definitie. Een getal van de vorm M,, = 2" — 1 heet een Mersenne getal. Als
bovendien M,, een priemgetal is, dan heet dit een Mersenne priemgetal.
Conclusie. Er zijn even veel even perfecte getallen als Mersenne priemgetallen.

(2.6) Lemma. Voorn >1 geldt:
M, =2" —1 is een priemgetal — n is een priemgetal.
Bewijs. Als n=s-dmet s >1en d > 1 dan geldt:

9sd _ 1 = (2¢ 1) (2(5_1)d pole=dd Ly gd 1) met

(29 —1)>1, (67Dd pols=2d L 4l 1) >

Dit laat zien: als n niet priem is, dan is M,, niet priem. Dit is hetzelfde als: als M,
priem is dan is n priem. QED

(2.7) Van de functie o() hierboven gedefiniéerd bewijzen we een eigenschap die we
gaan gebruiken in een bewijs van (2.3).

Lemma. Laat a,b € Z~q positiecve gehele getallen zijn die onderling ondeelbaar zijn.
Daarmee bedoelen we: in de priemfactorontbinding van a komt geen deler van b voor;
oftewel: ggd(a,b) = 1; zie (16.7). Dan geldt:

o(ab) = o(a)o(b).

Bewijs. We gebruiken de eenduidigheid van de ontbinding in priemfactoren. Zie §16.
Omdat ggd(a,b) =1 is elke deler d van ab eenduidig van de vorm d = a'b’, waar o’ een
deler is van a en b’ een deler van b. QED
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We herschrijven met deze kennis het bewijs (2.4). Als N = 2""1.q, waar ¢ = 2" — 1 een
priemgetal is, dan geldt:

o(N) = 0@ olg) = (2"-1)(l+q) = 2N.

2.8 Bewijs van (2.3). Rest ons nog te bewijzen:
(2.8) j g \
N is even en perfect == N = (2" —1)2""! en M, :=2" — 1 is een priemgetal.

We schrijven N = 2"~1.q, met ¢ oneven. Merk op dat n > 1 (omdat N even is). Dan
geldt:
o(N) = o2 )alg) = (2"-1)0(e) = 2"q

(gebruik het voorgaande lemma, en gebruik dat N perfect is). Omdat 2" — 1 oneven is,
volgt uit de laatste gelijkheid dat 2" een deler is van o(g). Schrijf

o(q) =2"-A.
Merk op dat A een deler is van ¢ met 1 < A < ¢. Dan geldt:
(2" —1)0(q) = (2" —1)-2"A =2"¢q; dus (2"—-1)A=q.

Dan is:
g+A=(2"-1)A+A=2"A=0(g).

Veronderstel A > 1; dan komt er een tegenspraak: in dat geval zijn 1, Aen ¢ delers
van ¢, en we zouden krijgen o(q) > 1+ A + ¢, een tegenspraak. We concluderen:

Uit
(2" —1)-0(q) =2"-q volgt dan o(q) =2".
Hieruit volgt dat 1 en 2" — 1 de enige delers zijn van ¢ = 2" — 1; dus is bovendien ¢ een

priemgetal. QED(2.3)

We zullen in de volgende paragraaf Mersenne priemgetallen bestuderen. Nu formuleren
alvast het volgende

(2.9) Vermoeden.; Er bestaan oneindig veel even perfecte getallen.
We komen hier nog uitvoerig op terug.

(2.10) Opgave(Sylvester). Stel dat een oneven getal n perfect is. Bewijs dat in dat
geval n deelbaar is door ten minste 3 verschillende priemgetallen.
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(2.11) Bestaan er oneven perfecte getallen?

Rest ons nog de vraag of er oneven perfecte getallen bestaan. Het antwoord op deze
vraag s onbekend.

Maar, ga niet zo maar zoeken, want we weten dat als er een oneven perfecte getal zou
bestaan, dan is dat getal vreselijk groot. Zie:
http://mathworld.wolfram.com/OddPerfectNumber.html

In het bijzonder:

Brent et al (1991):  Als N een oneven perfecte getal zou zijn, dan geldt: N > 1030,

Hare (2005): Als N een oneven perfecte getal zou zijn,
dan heeft de factorontbinding van N tenminste 75 priemfactoren.

Discussie. Dit lijkt op “numerieke evidentie” voor het idee dat er misschien we helemaal
geen oneven perfecte getallen bestaan. Kunnen we zo terecht een vermoeden formuleren?
Ik kom hierop nog uitvoerig terug.

(2.12) Verwachting.; Er bestaan geen oneven perfecte getallen.

(2.13) Opgave(Sylvester). Stel dat een oneven getal n perfect is. Bewijs dat in dat
geval n deelbaar is door ten minste 3 verschillende priemgetallen.

(2.14) Oplossing van Opgave (2.13). Laat zien dat p® en p®q” niet perfect zijn voor
priemgetallen p < q.
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3 Mersenne priemgetallen

In de vorige paragraaf hebben we definitie van een Mersenne priemgetal gezien M,, =
2, — 1, zodanig dat dit een priemgetal is, en het verband met even perfecte getallen.
Kennen we alle Mersenne priemgetallen? Zo ja, dan zouden we ook alle even perfecte
getallen kennen. We hebben ook in (2.6) gezien dat als M,, een priemgetal is, dan is n
een priemgetal.

(3.1) Geldt de omkering van (2.6)7 Of te wel; is het waar dat voor elk priemgetal p
het Mersenne getal M, = 2P — 1 ook priem is? (Dat zou een gemakkelijke manier zijn
om te laten zien (7) dat er oneindig veel Mersenne priemgetallen, en dus oneindig veel
perfecte getallen zijn). Maar de vraag heeft een ontkennend antwoord:

My = 21 — 1 = 2047 = 23 x 89.

(3.2) Stelling. Onderstel dat q := 2n + 1 een oneven priemgetal is. Dan is q 6f een
deler van 2™ — 1 of een deler van 2™ — 1.
We zullen later in deze § een bewijs hiervan geven.

(3.3) Opgave. We gaan na welk van de twee gevallen optreedt voor een paar kleine
priemgetallen:

17 deelt 28 — 1,

3 deelt 2! + 1,

5 deelt 22 + 1,

7 deelt 23 — 1.
Hoe gaat dit verder? Probeer regelmaat te ontdekken. Dit zouden we kunnen doen door
een aantal voorbeelden door te rekenen. Kijk naar de gevallen in de tabel hieronder.
Probeer te ontdekken wat voor soort regelmaat er in deze tabel zit. We schrijven g =
2n 4+ 1; we weten dat ¢ een deler is van 2" + 1 of van 2" — 1; en de tabel geeft voor
elk priemgetal welke van de twee gevallen optreedt. Zien we hier twee gevallen van een
priemgetal n = p zodanig dat 2P — 1 niet een priemgetal is?
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(3.4) Opmerking. Als ¢ = 2n + 1 een oneven priemgetal is, dan is ¢ een deler van
22n=1 — (2" 4+ 1)(2" — 1). Hier is het gegeven dat ¢ een priemgetal is essentieel:
Beschouw 15 = 2.7 4+ 1. We zien: 27 + 1 = 127 is priem en 27 — 1 = 125 = 53. Dus

g=2n+1 2" | 4/-
3 2 +
5 4 +
7 8 -
11 32 +
13 64 +
17 256 -
19 512 +
23 2048 -
29 16384 +
31 32768 -
37 | 262144 -
41 | 1048576 -
43 | 2097152 +
47 | 8388608 -
etc

is 15 niet een deler van (27 4+ 1)(27 — 1).

(3.5) Hier is een lijst van de eerste 13 Mersenne priemgetallen en het grootste nu
bekende. Hier is p een priemgetal en # staat voor het aantal cijfers van M,,. Voor deze

informatie zie:

http://primes.utm.edu/mersenne/
http://mathworld.wolfram.com/MersennePrime.html

’ P M, ‘ # ‘ jaar ‘ ontdekt door
2 3 1 | oudheid
3 7 1 | oudheid
5 31 2 | oudheid
7 127 3 | oudheid
13 8191 4| 1461 Reguis, Cataldi(1603)
17 | 131071 6 | 1588 Cataldi
19 | 524287 6 | 1588 Cataldi
31 <o+ | 10| 1750 Euler
61 19 | 1883 Pervouchine, Seelhoff(1886)
89 27 | 1911 Powers
107 33 | 1913 Powers
127 39 | 1876 Lucas
521 157 | 1952 Robinson
etc. 7
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Momenteel zijn er 46 Mersenne priemgetallen bekend (september 2008). Er werd en
wordt ongelooflijk veel (reken)tijd aan besteed, vroeger door expliciete berekeningen, nu
door een combinatie van nog slimmere methodes, en van rekenmachines. Voor een lijst
van Mersenne priemgetallen bekend in september 2008, zie achter in de syllabus.

Van waar deze interesse? Niet om grotere perfecte getallen te maken. Voor Mersenne
getallen bestaan er tests die primaliteit onderzoeken. Die tests zijn veel sneller dan voor
een willekeurig getal. Zodoende kunnen we grote priemgetallen expliciet construeren.

Ook is er een vermoeden:

(3.6) Vermoeden.; Er bestaan oneindig veel Mersenne priemgetalen.

We beginnen steeds beter te begrijpen “waar de Mersenne priemgetallen ongeveer lig-
gen”. Als we dat precies zouden kunnen maken, zouden kunnen omsmeden van een
heuristische redenering tot een exact bewijs, dan zouden we dit vermoeden misschien
kunnen bewijzen. Daarom proberen we met behulp van berekeningen te onderzoeken of
onze intuitie klopt.

(3.7) Binomiaal getallen. We definiéren deze getallen (7) als volgt. Neem een
positief geheel getal n.

Voor i < 0 en voor i > n schrijven we (%) = 0.

Voor i =0 of i = n schrijven (}) = 1.

Voor 0 < i < n schrijven we (7) voor het aantal mogelijkheden om uit de getallen
{1,---,n} een deelverzameling van i getallen te kiezen.
Bij voorbeeld: () =nen (,",) =1 (ga na). Bij voorbeeld: (;) = n-(n —1)/2 voor
n > 1 (ga na).

Opgave. Bewijs: (7)) = (,",) met behulp van de definitie.

7 n—

(3.8) Opgave. Bewijs dat de volgende formule geldt:
(n) B n! nx---xX(n—i+1)

i m—ild il

Hier staat b! (spreek uit: “b faculteit”) voor bl := 1 x 2 x --- X b; we schrijven 1! =1 en
0= 1.

" ) met behulp van deze formule.

() ()=0)

Teken de driehoek van Pascal. Deze figuur en het gebruik van binomiaal coéfficiénten

was al bekend in de oude Chinese wiskunde (lang véoér Pascal). We zien dat we ()

Opgave. Bewijs (}) = (

(3.9) Opgave. Bewijs:

kunnen bepalen als we (7:11) en (”;1) kennen.

Opgave. Zij p een priemgetal, en 1 < i < p. Laat zien dat (f) deelbaar is door p.
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(3.10) Opmerking / Opgave. We kunnen zowel (3.7) als (3.8), als (3.9) als definitie
van de binomiaal getallen gebruiken (ga na). Uit (3.8) is het helemaal niet duidelijk
dat de binomiaal getallen gehele getallen zijn. Maar dat volgt wel uit de andere twee
(equivalente) definities.

(3.11) Formule.

(X+Y)" = i (?)X"Y

1=0

Opgave. Bewijs deze formule. Hier kunnen we definitie (3.7) gebruiken.

Voorbeelden.

(X4Y)? = X2 12XV +Y? (X4Y)3 = X343X2Y4+3XY24+Y3, (X+Y)* = - .- reken uit.

(3.12) Stelling (De kleine stelling van Fermat). Zij p een priemgetal, en a € Z. Dan
geldt:
a? = a (mod p).

Genoemd “de kleine steling van Fermat” om het verschil aan te duiden met “de laatste
stelling van Fermat” (lang een vermoeden, nu bewezen door Andrew Wiles).
De notatie

b = ¢ (modn) betekent: b — cis deelbaar door n,

zie §13.

(3.13) Een bewijs door middel van volledige inductie Veronderstel dat er een
bewering B(j) is voor elk positief geheel getal j. we willen al deze bewerkingen bewijzen.
Het lijkt alsof we daar oneindig veel tijd voor nodig hebben. In sommige gevallen kan
dat korter: een bewijs met volledige inductie. Daartoe bewijzen we eerst:

Begin van de inductie. We bewijzen dat B(1) juist is.

vervolgens:

Inductie-stap. Onder aanname dat m > 1, en onder aanname dat B(1), B(2),---, B(m)
allemaal waar zijn bewijzen we dat B(m + 1) juist is.

Conclusie. Als de voorgaande stappen met succes voltooid zijn dan volgt B(i) voor elke
1> 1. QED

Een voorbeeld. Bewijs (3.11) met behulp van Definitie (3.9).
(3.14) Bewijs van (3.12). Dit is juist voor a = 0.
Als de stelling geldt voor @ > 0 dan is ook (—a)? = (—a) (mod p) (ga na).

Het is voldoende om de stelling te bewijzen voor een vast gekozen priemgetal p en voor
a € Z>0.

19



(Begin van de inductie.) Voor a =1 is de stelling juist. (Allicht.)
(Inductiestap.) Als de steling juis is voor a = j > 1 dan volgt de stelling voor a = j+ 1.
Inderdaad, (j + 1)? rekenen we uit met (3.11). we krijgen

=y - e (N
sor =5 (Jmren (E Do) v
=0 =1

Uit de eigenschappen van de binomiaal coefficiént (f) en uit de inductie-aanname volgt
de conclusie van de inductiestap. QED

(3.15) Bewijs van (3.2). Neem aan dat ¢ := 2n + 1 een priemgetal is. Beschouw
2% (2" — 1) x (2" +1) =29 — 2.

uit de kleine stelling van Fermat voor het priemgetal ¢ volgt dat g een deler is van 27 —2.
Omdat g priem is en oneven volgt

(6f q deelt (2P — 1)) (6f ¢ deelt (2P 4 1)).
QED

(3.16) Feit*. Zij g =2n+ 1 een oneven priemgetal;
¢gq=1,7 (mod8) = ¢q deelt 2" —1;

¢g=3,5 (mod8)=¢q deelt 2" 41.

In de appendix van deze § geven we een bewijs (waar we niet-elementaire methoden
gebruiken).

Was deze regelmaat al opgevallen?

Om dit feit te onthouden: het gedrag is bepaald voor ¢ modulo 8, en:

2=36 (mod17), 2=9 (mod7)
en, de kwadraten modulo 3, respectievelijk modulo 5 zijn:

{0,1}, {0,1,—1}.

(3.17) Gevolg. Onderstel dat p een oneven priemgetal is met p =3 (mod 8), zoda-
nig dat q :== 2p + 1 ook een priemgetal is.

Alsp=3 (mod 4) dan is q een deler van M,. Als bovendien p > 3 dan is M, niet
een priemgetal.
Inderdaad, want onder deze conditiesis ¢ =1 (mod 8) of ¢ =7 (mod 8); dus is ¢ een
deler van M. Voor p > 3 is bovendien q < M,,. QED

Voorbeelden:

M, is niet deelbaar door 5;
M3 is deelbaar door 7, ja allicht, want M35 = 7;
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merk op dat M5 = 31 niet deelbaar is door 11
Opgave. Is Moz een priemgetal?
Opgave. Vind nog een priemgetal p waarvoor je op deze manier kunt zien dat M), niet
een priemgetal is.
Opgave/Opmerking. Vindt p zodanig dat p priem is, dat ¢ := 2p + 1 wel priem is,
maar zo dat M, niet priem is.
Opgave. Is 59 een deler van 229 — 1? (Doe een berekening, en/of raadpleeg theorie.)

Appendix*. We schetsen een bewijs van (3.16). Hierbij gebruiken we verwijzingen en
methoden die niet elementair zijn.

(3.18) Kwadraatresten. Zij gegeven een priemgetal ¢ en een getal a. We willen
graag weten of er een getal b bestaat zodanig dat

a=b> (mod q).

Als dit zo is dan noemen we a een kwadraatrest modulo ¢. Voor kleine ¢ kunnen we de
kwadraten eenvoudig opschrijven:

voor ¢ = 3 zijn 0,1 kwadraatresten,

voor ¢ = 5 zijn 0, 1,4 kwadraatresten,

voor ¢ = 7 zijn 0, 1,4, 2kwadraatresten, en bv.

voor ¢ = 17 zijn 0,1,4,9, 16,8, 2, 15, 13 kwadraatresten
(en merk op dat voor ¢ = 2m + 1 het aantal kwadraatresten gelijk is aan m + 1).

We willen graag een snel middel hebben om voor een gegeven ¢ (denk aan een groot
priemgetal) en een gegeven a te beslissen of a een kwadraatrest modulo ¢ is. De kwadra-
tische reciprociteitswet geeft een dergelijk antwoord. We verwijzen naar [78], Hoodstuk
9, of bv. naar [7], Hoofdstuk 11 voor resultaten en bewijzen. Hier is een bijzonder geval
wat we nodig hebben:

(3.19) Feit*. Het getal 2 is
wel een kwadraatrest modulo een priemgetal q
alsgq=1 (mod 8) of als g=7 (mod 8),
niet een kwadraatrest modulo een priemgetal q
alsq=3 (mod 8) of alsg=5 (mod 8).
We geven niet een bewijs. Zie bij voorbeeld [78], Theorem 9.4.

(3.20) Feit*. Voor elk priemgetal q is de multiplicatieve groep (Z/q)* cyclisch.

Zie ?77.

Hiermee bedoelen we het volgende. Kies een priemgetal q. Beschouw de verzameling
{i] 0 < i < q} deze elementen kunnen we vermenigvuldigen “modulo ¢”. We krijgen zo
een groep. Voor meer details zie §15. Dat deze groep cyclisch betekent dat er bestaat een
r zodanig dat de elementen {r,72,--- ¢ ... 972 r9=11 modulo g precies de verzameling
{i ] 0 < i < g} is; bovendien . Zie bv. [7], St. 7.4.1; een getal r met deze eigenschap
heet een “primitieve wortel modulo ¢”. r¥~! =1 (mod q). Een voorbeeld. Neem
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p=T7enr=>5. Merk op dat de getallen 5,52, 5%, 5%, 5° 5% in deze volgorde modulo 7 de
getallen 5,4,6,2,3,1 zijn.
Opgave. Vind nog een ander getal wat voor p = 7 een primitieve wortel is.

Een voorbeeld/Opgave. Neem ¢ = 17 en neem r = 3. Ga na dat de getallen
77 mod 17 precies de verzameling {i | 0 < i < 17} vormen.

(3.21) Een bewijs van (3.16). Neem ¢ = 2n + 1 een oneven priemgetal. In (3.12) en
(3.15) zagen we dat
29 =2 (mod q);

omdat ¢ een oneven priemgetal is volgt uit ¢ | 2¢ — 2 dat ¢ een deler is van 297! — 1 =
(2" +1)(2™ — 1). Dus is ¢q een deler van (2" 4 1) 6f van (2" — 1) (en niet van allebei).
Het is voldoende om er bewijzen:

3b: 2= (modq) <<= q|2"—-1.
Eerst bewijzen we “(=)”. — Als 2=0?> (mod ¢) met b=7/ (mod ¢) dan is
2" = 2" (mod ¢q), 2" =41 (mod q).

Vervolgens bewijzen we “<”. — Onderstel 2" = +1 (mod ¢). Schrijf 2 = r*

(mod k). Als k oneven zou zijn, k = 2s + 1 dan zien we r"* (r?™)sr™, en we
concluderen 2" = —1 (mod q). Een tegenspraak. Dus voor k = 2m, geldt

2"=+4+1 (modq) =— 2=(")% (mod q).

QED (3.16)

Terzijde. We zien dat voor veel priemgetallen het getal » = 2 een primitieve wortel is
voor het priemgetal p, bij voorbeeld p =3, =5, =11, =19, etc 7.

(3.22) Vermoeden (E. Artin). Het getal » = 2 is een primitieve wortel voor oneindig
veel priemgetallen.
Ze [7], 7.14.3.
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4 Meetkundige constructies

We zullen de uitdrukking “constructie” of “meetkundige constructie” gebruiken voor
“constructie met passer en lineaal” (en andere constructie methoden, historisch heel
interessant, zullen buiten beschouwing blijven). Hieronder verstaan we het volgende.

(4.1) Definitie. We werken in het vlak R x R (bestaande uit alle punten waarvan
de codrdinaten gelegen zijn in het lichaam R van de reéle getallen). In dat vlak hebben
we gegeven twee verschillende punten, bij voorbeeld (0,0) en (1,0). Een constructie
bestaat uit een eindig aantal stappen en elk van de stappen is een van de volgende, waar
we gebruik maken van punten, lijnen en cirkels die al eerder geconstrueerd zijn:

e Met een lineaal trekken we een lijn die gaat door twee punten.

e Voor een gegeven punt M en voor de afstand r > 0 tussen twee gegeven verschil-
lende punten tekenen we de cirkel met middelpunt M en straal r.

e Voor twee gegeven, verschillende lijnen die niet evenwijdig lopen bepalen we het
snijpunt.

e Voor een gegeven lijn en een gegeven cirkel bepalen we de snijpunten / het raakpunt
(die verzameling kan leeg zijn; we werken over R).

e Voor twee gegeven cirkels bepalen we alle snijpunten (die verzameling kan leeg
zijn; we werken over R).

We zullen zeggen dat een getal a € R construeerbaar is als het optreedt als lengte van
een lijnstuk na een eindig aantal stappen.

(4.2) Bewijs dat de volgende constructies mogelijk zijn.

(a) Als we uit de verzameling van reeds geconstrueerde punten een keuze maken van
twee punten, dan kunnen we het middelpunt van dat lijnstuk bepalen.

(b) Als we een van de hoeken beschouwen die we krijgen door twee snijdende lijnen te
beschouwen (reeds geconstrueerd) dan kunnen we de bissectrice van die hoek construe-
ren.

(c) Als we een lijn en een punt op die lijn (reeds geconstrueerd) beschouwen dan kunnen
we de loodlijn in dat punt op die lijn construeren.

(d) Als we een lijn en en punt niet op die lijn (reeds geconstrueerd) beschouwen, dan
kunnen de loodlijn vanuit dat punt op die lijn construeren.

(e) Bewijs dat de som van twee construeerbare getallen construeerbaar is.

(f) Bewijs dat het product van twee construeerbare getallen construeerbaar is.

(g) Laat o en 8 # 0 construeerbare getallen zijn. Laat zien dat /3 construeerbaar is.

(4.3) Definitie. Een veelhoek in het vlak heet regelmatig als alle zijden onderling
gelijke lengte hebben, en alle hoeken onderling gelijke grootte hebben.
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(4.4) Stel reeds geconstrueerd een cirkel. Bewijs dat de volgende constructies mogelijk

zijn.

(a) Een regelmatige 3-hoek ingeschreven in die cirkel.

(b) Voor elke i € Z~1 een regelmatige n-hoek met n = 2° ingeschreven in die cirkel.

(c) Voor elke j € Z~q een regelmatige m-hoek met m = 2° x 3 ingeschreven in die cirkel.
(d) Opmerking. We zullen zien dat een regelmatige 5-hoek geconstrueerd kan worden.
Dus ook een regelmatige k-hoek met k = 2° x 5.

Dit waren de constructie reeds bekend vanuit de klassicke Griekse wiskunde. Daar
werden ook de volgende vragen gesteld:

(4.5) Vragen.

e Verdubbeling van de kubus. Gegeven een eenheids-lengte 1. Kunnen we een

getal o € Ry construeren zodanig dat een kubus waar van de ribben lengte «
hebben als inhoud 2 heeft? M.a.w. is v/2 constreerbaar?

Kwadratuur van de cirkel. Gegeven een cirkel met straal van lengte 1. Kunnen
we een vierkant maken waarvan het oppervlak gelijk is aan dat van de cirkel?
M.a.w. is /7 constreerbaar?

Trisectie van elke hoek. Kunnen we een hoek van 20° construeren? Kunnen
we een willekeurige hoek in 3 gelijke delen verdelen?

Constructie van regelmatige veelhoeken. Voor welke getallen n > 2 kunnen
we een regelmatige n-hoek construeren?

Ga na. Dit is equivalent met: voor welke waarde van m kunnen we de hoek
360/m? construeren ?

(4.6) Antwoorden. Deze vragen zijn tenslotte allemaal beantwoord.

e Verdubbeling vande kubus. Het getal ¢/2 is niet constreerbaar. (Ik hoop in

de behandeling van § 7 en van § 15 daar iets over de zeggen.

Kwadratuur van de cirkel. Johann Heinrich Lambert bewees in 1761 dat 7
niet een rationaal getal is. Maar dat is niet voldoende om te beslissen over de
kwadratuur van de cirkel. In 1882 bewees Carl Louis Ferdinand von Lindemann
dat m een transcendent getal is. Dit wil zeggen dat 7 niet nulpunt is van een
polynoom. Gevolg: de kwadratuur van de cirkel is niet mogelijk.

Trisectie van elke hoek. Een hoek van 20° kunnen we niet met passer en lineaal
construeren? We kunnen niet elke hoek met passer en lineaal in drie gelijke delen
verdelen. Ik kom daar nog op terug.

Constructie van regelmatige veelhoeken. De onderstaand stelling van Gauss
vertaalt dit probleem in een (lastig) open probleem over het al of niet priem zijn
van Fermat getallen.
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(4.7) Stelling (Gauss, 29-111-1777, 1801). Zij n € Z>3. Een regelmatige n-hoek is
te construeren met passer en lineaal dan en slechts dan als er bestaan i > 0, s > 0 en
Fermat priemgetallen p1 < py < - < ps met n =2 X p; X -+ X p.

Inderdaad, op 18-jarige leeftijd zag Gauss dat een regelmatige 17-hoek te construeren is
(op een ochtend, nog in bed). Later in zijn Disquisitiones Arithmeticae, gepubliceerd in
1801, annonceert hij bovenstaande stelling.

Heeft Gauss inderdaad deze stelling volledig bewezen? Fen interessante historische
vraag. Zie David L. Clements — An historical contradiction, Missouri Journal of Mathe-
matical Sciences Articles, 8, 1996,

zie http://www.math-cs.cmsu.edu/ mjms/1996-2p.html

het is een verwijzing in

http://en.wikipedia.org/wiki/Constructible_polygon

Zie ook http://www jstor.org/view/00029890,/di991533/99p22436/0

Nog interessanter vind ik de volgende vraag. Gauss ziet als 18-jarige waarschijnlijk een
belangrijk hulpmiddel, 30 jaar later ontwikkeld door Galois, en nu bekend als “Galois-
theorie” (bij voorbeeld een van de belangrijkste hulpmiddelen bij het bewijs van FLT,
maar ook van ongelooflijk nut in andere beschouwingen). Ik denk dat Gauss volledig in
staat was die theorie te ontwikkelen. Maar Gauss laat het bij een bijzonder geval (Galois
theorie toegepast op een uitbreiding Q C Q((p)), zonder de algemenere aspecten na te
gaan. Ik denk dat Gauss hier typisch een “probleem-oplosser” is, en niet een wiskundige
is die onmiddelijk de algemenere theorie achter het voorbeeld bestudeerd. Het zou mooi
en interessant zijn om dit aspect in zijn algemeenheid historisch verder te onderzoeken.

Ook hier zien we dat een stelling twee schijnbaar verschillende zaken in de wiskunde
met elkaar in verband worden gebracht. Hier de construeerbaarheid van een regelmatige

p-hoek, en de vraag of p een Fermat priemgetal is.

Het probleem van verdubbeling vande kubus, trisectie van een hoek, en constructie van
regelmatige veelhoeken werd in 1837 volledig opgelost door Wantzel, zie [96].
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5 Fermat priemgetallen

In deze paragraaf maken we een curieuze overstap: van “meetkundige constructies”
naar “bepaalde priemgetallen”. We hebben gezien dat priemgetallen van de vorm 27 + 1
interessant zijn. Eerst een eenvoudig resultaat:

(5.1) Lemma. Als j =7t metr € Z>3, t € Z>1 en 1 is oneven, dan is 27 + 1 niet
een priemgetal.
Anders gezegd: als 2° + 1 = p een priemgetal is, dan is p van de vorm:

p=2+1.
Bewijs. Merk op: voor
2j+1 — 27‘~t+1 — (2(7"—1)t _ 2(T—2)t + . + (_1)k—12(7’—k)t + . + 2t _ 1) .. (2t+1)’

dit mogelijk omdat » > 1 en r is oneven. We zien dat 1 < 2 +1 < 2" 1. We
concluderen dat dit een factorizatie van 27 + 1 geeft. QED

(5.2) Notatie/Definitie. We schrijven
F, =22 i€Zs0; Fy=3, Fi=5 F,=17, Fy=257, Fj=G6553T7, -

Dit heten de Fermat getallen. Als F; een priemgetal is, dan heet dit een Fermat priem-
getal.

Merk op dat de Fermat getallen met groeiende ¢ al snel heel groot worden. We zien dat
Fy al een getal is van 78 cijfers.

Hoe kunnen we eenvoudig schatten hoeveel het aantal cijfers van een Fermat getal
ongeveer is? We kunnen gebruiken dat 2! = 1024. Daaruit zien we dat

260 > 1000% = 10'®;  inderdaad 10'® < 269 < 219,
We gebruiken dit en we zien dat
Fy=2%0 11 > (250)% % 216 > 107 x 65536 > 107.

We kunnen ook gebruiken:
010g(2) ~ 0.301029996.

Dus
1010g(2%5%) ~ 256 x 0.301029996 ~ 77.06367889.

(5.3) Opgave. Gebruik °log(3) ~ 0.477121255 om een afschatting te geven van
31600
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(5.4) De stelling van Gauss over de constreerbaarheid van regelmatige n-hoeken kun-
nen we nu formuleren als:

een regelmatige n-hoek is contrueerbaar met passen lineaal
dan en slechts dan als n > 3 en

n:2“-Fb1 X-"XFbk, a,kGZZO,

met Fy, < --- < Fy, onderling verschilende priemgetallen.

Om het meetkundige probleem op te lossen is het dus voldoende om van de Fermat
getallen te beslissen welke priem zijn. Fermat hoopte zo een formule te vinden voor
oneindig veel priemgetallen. Echter Euler bewees:

(5.5) Euler, 1732: F; = 4294967297 is niet een priemgetal.
Bewijs. Dit volgt uit de identiteit:

F5 = 4294967297 = 641 x 6,700,417.

Maar we geven liever een verklaring waarom die factor 641 inderdaad een deler is van
F5 (hierin volgen we Euler). Merk op:

641 =527 + 1 = 625 4+ 16 = 5* + 24,
We zien
5927 =1 (mod 641); (527)"=+1 (mod 641); 5= —2' (mod 641).
Dus, voor Fy = 232 + 1 geldt:
—24.9%8 = 41 (mod 641); dus F;=0 (mod 641).

QED

Waarom geven we deze laatste berekening? Omdat dit een weg opent om onhandelbare
grote getallen zoals F; aan te pakken:

(5.6) Stelling. Elk priemgetal p dat F; deelt, met i > is van de vorm:
p=1 (mod 2.

Bewijs*. (Hier gebruiken we een iets geavanceerde theorie.) Om dat p een deler is van
F; volgt .

(2 (modp))? =—1 in .-
hier uit volgt dat de orde van 2 (mod p) € [y, gelijk is aan 211 Dus 2t deelt p — 1.
QED
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(5.7) Euler. Dit kunnen we verscherpen:

i>1, p|F; = p=1 (mod2°"?).

Nu we dit weten kunnen we naar delers gaan kijken, en het vereenvoudigt het zoeken

naar delers van Fermat getallen. Bij voorbeeld van F5: we testen p L 1+£.27, 27 =128:
k=1, 3deelt 1+ 128;
k=2, 142128 = F3, en dit getal is priem met F5;
k=3, b5deelt 1+ 3-128;
k=4, 3deelt 1+ 4-128;
k=5, p=1+5128 AHA.
Zo is het opsporen van delers van F; gemakkelijker geworden.

(5.8) Status:

er is geen Fermat priemgetal bekend met ¢ > 4;

we weten niet of er oneindig veel ¢ zijn zo dat F; niet priem is,

we weten niet of er oneindig veel ¢ zijn zo dat F; wel priem is.

Van een aantal Fermat getallen is de volledige factorizatie bekend.

Van soms hele grote Fermat getallen is bekend dat ze niet priem zijn.
Van Fj3 is nu niet bekend of dit een priemgetal is. (Hoeveel cijfers heeft dit getal ?)
Zie verder (9.7).

Een voorbeeld: Fg7g7s2 is niet een priemgetal. (Dit is een onvoorstelbaar groot getal.
Kunt u een schatting van het aantal cijfers geven?)
Een voorbeeld: News Flash! On January 10, 2009 Takahiro Nohara discovered another
new factor of a Fermat number: 77795-238969  1divides Fsg967. Zie
http://www.prothsearch.net/fermat.html
Zie verder (9.7). Zie ook:
http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_number
http://mathworld.wolfram.com /FermatPrime.html

(5.9) Een oplossing van (5.3). '%log(316%9) ~ 1600 x 0.477121255 ~ 763.394007551.
We zien dat 3% een getal is van minstens 764 cijfers.

Het aantal cijfers van F33, bereken: 233 x!0log(2) =~ 8589934592 x 0.301029996 ~
258582797

28



6 De priemgetalstelling

We hebben gezien dat er oneindig veel priemgetallen bestaan (zoals Euclides al lang
geleden bewees). In deze paragraaf laten we zien hoe de priemgetallen verdeeld liggen.
Elke keer als ik dit weer zie, ben ik verbaasd dat je zinnige dingen kunt zeggen over een
oneindige verzameling, waar we van bijna alle elementen ervan niet weten hoe ze er uit
zien. Van slechts eindig veel priemgetallen kennen we de precieze vorm. Maar waar ze
“ongeveer” liggen weten we vrij precies. Dat gaan we laten zien.

(6.1) We proberen de som van de reeks

1 1 1 1

uit te rekenen. Stel eens dat we het werk van Euler niet kennen, dat we graag op een
grote computer rekenen, en dat we aan de slag gaan. Na een tijdje rekenen blijkt de som
van eindig veel termen steeds langzamer te groeien. Nadat die snelle computer jaren
lang staat te rekenen komen zien we de som nog nauwelijks groeien. Als we 1/p opgeteld
hebben voor alle p < 10? dan zien we er minder dan 3.3 als som uit komen. Stel dat
we nog voldoende geduld en rekencapaciteit hebben, dan zien we dat die som minder is
dan 4 voor alle p < 10'8.

Zouden we zo'n berekening ooit willen doen?
Het aantal priemgetallen met p < 10'® is ongeveeer 24 x 10'°.

(Om precies te zijn: 24,739,954,287,740,860.)

Als we vertrouwen zouden hebben in de heuristiek van zulke berekeningen dan zouden
we al gauw concluderen dat de som begrensd is als we over alle priemgetallen zouden
sommeren. Veel rekenwerk, geen denkwerk.... we zullen zien dat een eenvoudig bewijs
heel iets anders laat zien.

(6.2) Stelling. (a) (De harmonische reeks.) De reeks

S Loyl
n 2 3 4
n=1
1s divergent.
(b) (Euler, 1737). De reeks

p 1S priem

1s divergent.
(c) (Brun) We schrijven 7 voor de verzameling van priemgetallen p zodanig dat ¢ = p+2
ook een priemgetal is; m.a.w. (p,q) is een priemtweeling. De reeks

Y ) =GrEt G (g

- )
oy p p+2 3 5



18 convergent.
(d) De reeks

- 1
z:: =1 + T RETRE
18 convergent.
Feit:
. 1 2
Euler bewees in 1735/1736: nz::l S =

Toelichting. Het sommatieteken Y wordt als volgt gebruikt: eronder en soms ook
erboven staat welke index loopt, en wat de grenzen daarvoor zijn; achter het somteken
staat wat er gesommeerd wordt.
Convergeert. We zeggen dat ), a; convergeert als er een (eindig) getal o bestaat,
zodat deelsommen daar willekeurig dichtbij komen. In technische termen: voor elke
€ € Ry is er een N zodanig dat

i=N .
| o — Z a; |<¢e; we schrijven: Z a = o.
i=1 ,
Divergeert. We zeggen dat ), a; divergeert als er voor elke S € R een N betaat
zodanig dat

=N 00
Z a; > S; we schrijven: Z a; =
i=1 i=1
Het kan voorkomen dat een reeks niet convergeert en niet divergeert.

Waarom deze stelling? We willen (nogmaals) onderzoeken of er eindig of oneindig veel
priemgetallen bestaan. De som in (b) is dezelfde als in (a), maar veel termen weggelaten;
nog steeds divergent? Hoe bewijs je zoiets, zonder alle priemgetallen te kennen? Uit (b)
volgt inderdaad dat er oneindig veel priemgetallen bestaan.

We zouden kunnen proberen om zo te beslissen of er ook oneindig veel priemtwee-
lingen bestaan. Maar de som in (c) convergeert, en we krijgen zo geen uitsluitsel

In (d) dunnen we reeks nog verder uit; we zien in dat geval dat convergentie eenvoudig
te bewijzen is.

(6.3) Bewijs van (6.2).a. Merk op:
1+1>1 1+1+1+1>1 1
3472 5 6 7 82 120+ 1

We zien dat voor i > 27 geldt:

3
I

3

Il

=
S

Dit bewijst (a).
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(6.4) Opmerking. Bewezen kan worden:

n=N

1 1 1
og(N) <14 =4+ — = = <1+log(N N €Zs.
0g(N) <1+ o+ + Zn <1+1log(N), VN €Zs

n=1

Zie [7], St. 21.2.1. We zien “hoe snel” > _n (1/n) — oo voor N — oc.

(6.5) Bewijs van (6.2).b. (Nogmaals: hoe kunnen iets zeggen over > 1/p zonder
alle p te kennen ... ?)
Neem aan dat de som in (b) convergeert. In dat geval bestaat er voor ¢ = 1/2 een getal

N zodanig dat
>, <
. 4 p 2
p is priem, p>N

Q = 11 p.

p 1s priem, p<N

Definieer het getal

Merk op dat voor elke n € Z>; het getal 1 + n(@ alleen maar factoren groter dan N
bezit. Hieruit volgt dat voor elke M € Z>; we de volgende ongelijkheid hebben:

t

n=M 1 e’} 1
< —|

dit volgt want elke term links komt links maar één keer voor, en komt rechts ook voor
(hier gebruiken we de eenduidigheid van factorontbinding). Uit

o0
t=1

1t < /1!
i) = x0G) -
p>N t=1

concluderen we dat

>
= 14+ n@Q
convergent zou zijn. Echter
1 1 11 == 1 1 =
> — -—; dus Z > . Z —.
1+nQ " n+n@Q@ 1+Q n n:11+nQ 1+Q = n

Uit (a) volgt dat >  1/(1 + n@Q) divergeert; dit is in tegenspraak met de eerdere
conclusie. Dit bewijst dat de aanname foutief was; dit bewijst (b).

Opmerking. Het resultaat (b) werd bewezen door Euler. Maar wat is nu de verklaring
dat die som zo langzaam groeit, zoals we bij een lange computerberekening geconsta-
teerd zouden hebben? Gauss vermoedde het volgende asymptotische gedrag in 1796 en
Mertens bewees dit vermoeden in 1874:

1
Z , = loglogz + C + ¢(x),

p 1s priem, p<z
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met e(x) — 0 voor x — oo; hier is log de logaritme met grondtal e en de constante C' is
ongeveer 0.261497 . Bij voorbeeld: log(10'®) a2 41.45 en log(log(10*®)) ~ 3.72. Vandaar
dat 2p<N zo langzaam groeit voor N — oo.

(6.6) Over (6.2).c. Dit is een mooi resultaat van V. Brun, zie [9]: er is een constante
B zodanig dat

= B; men verwacht: B = 1.902160583 .

N =

>

We zullen dit resultaat niet bewijzen. Zie:
http://numbers.computation.free.fr/Constants/Primes/twin.html

(6.7) Bewijs van (6.2).d. Merk op:

(1/4) + (1/9) < 1/2, en (1/16) +--- + (1/49) < 4-(1/16),

Algemeen:
1., 1 1 1 9 1 1
Conclusie: ,
(o ¢] 1 o0 1 7
> Lo 1+Z<2) _o
n=1 =1

Dit bewijs convergentie van ) (1/n).

De precieze waarde van deze som werd reeds door Euler bewezen. Een bewijs en ver-
wijzingen vinden we in:
http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunctionZeta2.html

Dit is het einde van het bewijs van (6.2).

(6.8) Notatie. We schrijven m(—) voor de reéle functie gedefinieerd door:

m(x) = #({plp ispriem, p<az}), VreR

De notatie #(V') wordt gebruikt voor het aantal elementen van de verzameling V. Dat
lijkt niet een erg mooie functie, het is een “trapfunctie”. Voor x < 2 is 7(x) = 0, voor
2 <x < 3isw(r) =1, en zo voort: bij elk priemgetal springt de functiewaarde met 1
omhoog.

Veel wiskundigen zijn gefascineerd door deze functie. Als je deze functie uitzet op
een grote schaal, zodat je de discontinuiteiten niet meer ziet, dan komt er een mooi
gladde functie uit, zie [100], pp. 6 en 7. Kunnen we die functie (ongeveer) beschrijven?

Op grond van de eerste berekeningen, en met behulp van een logaritme tabel die hij

gekregen had vermoedde de 15-jarige Gauss het asymptotisch gedrag van 7(—). Gauss
besteedde vaak elk “vrij kwartier” aan het uitrekenen van steeds meer priemgetallen.
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In zijn leven bepaalde hij alle priemgetallen onder 3,000,000. Natuurlijk wist hij ok
wel dat een dergelijk asymptotisch gedrag niet door een eindige berekening zou kunnen
aantonen. Maar hij wilde graag dat het experiment zijn vermoeden zou ondersteunen;
steeds vergeleek hij de uitkomst van zijn berekeningen (het aantal priemgetallen onder
een gegeven grens) met zijn vermoeden.

(6.9) De priemgetalstelling*.

Uitleg. Hiermee bedoelen we:

m )y
v z/log(x)

Pas op. De notatie zegt niet dat het verschil | 7(z) — x/log(x) | naar nul gaat.

We zullen geen bewijs hiervan geven, dat ligt ver buiten de mogelijkheden van dit college.

Dit resultaat werd door Legendre vermoed in zijn “Essai sur le théorie des nombres
in 1798. Stelling (6.9) werd vermoed door Gauss waarschijnlijk rond 1791 (of 17937);
Gauss beschrijft dit in een brief aan Enke, 1849 en Gauss publiceert dit in 1863. De
formules die Gauss en Legendre gebruikten zijn in een iets andere vorm dan hierboven
vermeld, maar ze geven hetzelfde asymptotische resultaat.

In 1848 en 1850 bewees Chebyshev een zwakke vorm van deze stelling, zie (6.13).
Riemann schreef in 1859 een artikel over dit onderwerp, [76]. Dat artikel is van een
enorme invloed op de ontwikkeling van de wiskunde. Het bevat een vermoeden, nu
genoemd “de Riemann Hypothese”, nog steeds onbewezen, een van de belangrijkste
vermoedens in de wiskunde. FEen artikel van 9 bladzijden, en nog zijn we aan het
denken en werken aan wat daarin aan de orde wordt gesteld.
Hadamard en De la Vallée Poussin werkten verder aan dit onderwerp, zoals gesuggereerd
door Riemann, de analytische benadering van de verdeling van priemgetallen, en zij
bewezen deze stelling, onafhankelijk van elkaar, in 1896. Pas in de 20-ste eeuw werd
deze stelling PNT genoemd, de “Prime Number Theorem”.
Daarna werden nog vele bewijzen gevonden. Daaronder in 1949 “elementaire bewijzen”
door Selberg en door Erdds (elementair slaat erop dat er geen diepe methoden van de
analytische getaltheorie bij het bewijs gebruikt worden, maar deze bewijzen zijn niet
“eenvoudig”).
Zie:
http://en.wikipedia.org/wiki/Prime_number_theorem
http://primes.utm.edu/howmany.shtml
http://oregonstate.edu/ peterseb/misc/docs/pnt.pdf
Op de volgende site kunt U het artikel van Riemann het manuscript, de gedrukte versie,
en een vertaling ervan vinden:
http://www.claymath.org/millennium/Riemann_Hypothesis/1859_manuscript/
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(6.10) De versies van Legendre en van Gauss zijn iets verschillend.
Legendre:
m(x) ~ z/(log(x) — 1.08366).

Dit is equivalent met de PNT. De constante 1.08366 baseerde Legendre op een beperkte
lijst van waarden van 7 die hem toch beschikking stonden: = < 400,000. Voor grote
waarden van z is x/log(x) een betere benadering.

Gauss gebruikte de functie Li(z) (de hoofdwaarde van de integraal van 1/log(u) van
u = 0 tot w = z), en zijn vermoeden was dat 7(z) ~ Li(z). Dit vermoeden is ook
equivalent met (6.9). De benadering van Gauss is iets beter dan die van Legendre.

(6.11) Amusant detail. Uit tabellen lijkt het alsof Li(x) > m(x) zou gelden voor
alle waarden van x. Echter, Littelwood bewees in 1914 dat Li(x) — m(z) oneindig vaak
van teken wisselt voor groeiende x. Waarom zagen we dat niet in tabellen? Skewes
bewees dat er een x bestaat met met

963
r < tweede getal van Skewes := 1010"°

waarvoor Li(z) < m(z). Later werd deze grens verscherpt; bij voorbeeld Te Riele bewees
in 1987 dat het teken wisselt voor een x < 7 x 1037°. Maar Kotnik bewees in 2008 dat

(x <10 = (Li(z) > n(x)),

vandaar.

(6.12) De PNT (priemgetal stelling) is een diepe stelling, een triomf van een suggestie
van Riemann, en diepe analytische getaltheorie uit de 19-de eeuw. Er is een versie die
heel goed bruikbaar is, weliswaar zwakker, en waarvan bovendien een elementair bewijs
gegeven kan worden:

(6.13) Stelling. Er is een geheel getal N € Z~qo en er zijn A,B € R met 0 < A <
1 < B zodanig dat:

A ioa@ < = Piog)

, V x> N.

Voor het eerst bewezen door Tschebyscheff in 1849 met A = 89/100 en B = 111/100.

Rosser (1941), zie [79] :

> 55
10g$+2<7r() logz — 4 r=
In [100] vinden we:
2 x
= v 200
3 Tog(2) < m(n), n >
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— Z
m(n) < 10 Tog()’ V ne
Eenvoudig te bewijzen, zie [3], Th. 4.6:
1 =z z
- : 2.
6 Toz(@) <m(n) <6 log(x)’ vV on>

(6.14) Met behulp van methoden zoals vermeld in (6.13) kunnen we schattingen geven
van het aantal priemgetallen op een gegeven interval: voor een interval ter lengte D van
gehele getallen geldt:

D
log(n)

Deze schattingen zijn uitermate precies, zie bv [65] en verwijzingen daar, of zie (6.20).

m(n+(D/2)) —m(n - (D/2)) =~

We kunnen ook preciese aantallen geven. Voor reéle getallen x < y schrijf

m(z,y) =#{p| p ispriem, =z <p<y}).

Gebruikmakend van (6.13) zien we:

ioe) P og@) <Y < B ~ A iog@)

Als we grote getallen beschouwen, dan kunnen we A en B dicht bij 1 kiezen. Als we
dan z veel kleiner kiezen dan y (een groot interval), dan komen er goede afschattingen.

(6.15) We nummeren alle priemgetallen:

PrL=2<p2=3<p3=5<--<pi<piy1 <.

(6.16) Stelling.*

’pn ~ nlog(n)‘

(6.17) Stelling (6.9) en Stelling (6.16) zijn logisch equivalent: de ene impliceert de
ander, en omgekeerd; zie bv. [3], Th. 4.5

(6.18) Stelling. Er is een geheel getal M € Zwqg en er zijn C;D € R met 0 < C <
1 < D zodanig dat:

C-nlog(n) < p, < D-nlog(n), V n> M.
(6.19) Stelling (6.13) en Stelling (6.18) zijn logisch equivalent: de ene impliceert de

ander, en omgekeerd. Dit is gemakkelijk in te zien:

Ga uit van 7(z) < B-z/log(x) en concludeer (1/B)-nlog(n) < p, (voor x,n > ---).
Ga uit van A-z/log(x) < m(x) en concludeer p, < (1/A)-nlog(n) (voor z,n > ---).
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(6.20) De “kans” dat een getal n priem is is ongeveeer 1/log(n). Deze uitspraak is
niet erg zinvol. We bedoelen ermee: geef een “groot” interval rond n, tel het aantal
priemgetallen in dat interval, en deel door de lengte van het interval; het resulterende
getal ligt dicht bij 1/log(n).

Voorbeeld. Neem als interval [108,10% + 150000]. Dan geldt

# (p | 10° < p < 108 +150000{}) = 8154

(een gigantische rekenpartij). Een schatting levert:

150000
—— = 8143.
log 108 8143

Dat is er niet ver naast. Pas op, dit is een schatting en geen bewijs dat er ten minste
een priemgetal op dit interval ligt.

(6.21) We laten zien: p, < 10", Vn.
We schetsen het bewijs. Gebruik (6.13). Uit A[-]z/log(x) < 7(z volgt door substitutie
T = p, dat
1
p+n< i log(pn).

We nemen A = 2/3. Omdat log(y) < (2/3),/y komt er

2 3
Pn < §n§\/pn-

Dus
pn < n? < 10"

We kunen beginnen met de eerste vergelijking met n > 200. De andere ongelijkheden
gelden dan onder die voorwaarde. Voor 2 < n < 200 zien we dat p, < 3nlog(n) en
pn < n? uit tabellen. QED

(6.22) Opgave. Bewijs dat er een priemgetal bestaat met 19 cijfers.

(6.23) Opgave. Bewijs dat er een priemgetal ligt tussen 10% en 3 x 108.

(6.24) Opgave (H. W. Lenstra). Bewijs dat er oneindig veel waarden van n zijn
zodanig dat m(n) een deler is van n. (Dit lijkt toch fantastisch, zo iets bewijzen zonder
alle waarden van m(—) te kennen 7)

(6.25) Een oplossing van opgave (6.22). We kunnen in de tabel van Mersenne

priemgetallen kijken, en we zien dat Mg, = 26! — 1 een priemgetal is, en 19 cijfers heeft.
We kunnen ook een heel ander bewijs geven. Laten we gebruiken dat

(2/3)-xlog(z) < m(z) < (17/10)-z log(x).

Dan zien we:
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2
7(10%°) > §u102010g(1020)::

N
[SSRN N

x 10 x 20) x (10" x log(10))

en
17 17
7(10%) < 16-1019log(1019): <10x 19) x (10" x log(10))
Omdat
2 400 323 17
Sx10%x20= — =_— x19 volgt m(10% 1019).
5 X 10x 5~ 10~ 10 % volgt 7 (10°") > w(107)

QED
Dit is toch overtuigend. Met practisch geen rekenwerk laten we zien dat er een dergelijk
priemgetal bestaat.

(6.26) Een beter voorbeeld: een oplossing van Opgave (6.23).
8y 2 8 8 8 8y 178 8 8
7(3x 10%) > (3 x 10%) log(8 x 10%) > 2 x 10° x log(10%) > 1510 x log(10%) > m(10%).

(6.27) Een hint voor Opgave (6.24). Gebruik dat lim,, .. m(n)/n =0.
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7 lets over het bewijs: construeerbaarheid van regelma-
tige veelhoeken®

In deze paragraaf zal ik op het colege iets zeggen over de trisectei van de hoek, en de
constructie van regelmatige veelhoeken. De constructie van een regelmatige 5-hoek is
klassie, en eenvoudigte geven. Het bewijs dat trisectie in het algemeen niet mogeijk is,
en een bewijs van Stelling (4.7) is niet elementair. Ik zal proberen er iets over te zeggen.

8 Sophie Germain

Op het college zal ik iets vertellen over de wiskundige Sophie Germain. Enkele verwij-
zingen:

[63] Een prachtiug boek van Dora Musielak over haar met een fictieve beschrijving van
haar dagboek van haar 13-de tot haar 17-de jaar (“historische fictie”).

Een stuk van Mary W. Gray, zie [40], met een korte levensbeschrijving.

[10] Een fascinerende berschrijving van haar leven, en de weg die leidde tot het verkrijgen

van een prestigieuze prijs.

Zie ook:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history/Biographies/Germain.html
http://www.agnesscott.edu/Lriddle/ WOMEN /germain.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Sophie_Germain

Hier is een steling bewezen door haar.

(8.1) Stelling (Sophie Germain). Zij een Germain priemgetal (dat wil zeggen dat p
priem is, en ¢ := 2p + 1 is ook een priemgetal). Neem aan dat

z,Yy,2 € L~y zodanig dat xP + 3P = 2P,

Dan is p een deler van xyz.

Dit is het zogenaamde “eerste geval’ van FLT.

Opgave. Bewijs dit voor het geval p = 2. Vanaf nu zullen we veronderstellen dat p
oneven is.

Het tweede geval behandelt de situatie dat p niet een deler is van zyz.

Deze stelling van Germain is een bijzonder geval van de stelling van Wiles, waarin FLT
in volle algemeenheid bewezen (maar wel bijna 2 eeuwen later).

Zie b.v. [27], 3.2, of [84], Th. 65 in Ch III, voor een bewijs van (8.1). Overigens, de

algemenere vorm die Germain bewees heeft tot gevolg datFLT bewezen werd voor alle
p met 2 < p < 100.
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9 Een paar vermoedens

Overzicht:
Vermoeden verwijzing
Mersenne priemgetallen (9.3)
oneven perfecte getallen (9.5)
Fermat priemgetallen (9.7)
Goldbach (9.8)
priem tweelingen 9.10

(9.10)
Polignac (9.11)
FLT (9.12)
Germain priemgetallen (9.13)
ABC (9.15)
Catalan (9.16)
Mertens (9.18)
Collatz (9.19)
Congruente getallen ( )
Riemann hypothese
Hodge
Birch & Swinnerton-Dyer
Poincaré
Serre (9.21)

(9.1) De moderne wiskunde heeft een merkwaardige manier van werken ontwikkeld.
Natuurlijk zijn er de bewezen stellingen en gevestigde theorieén. Dat arsenaal van kennis
wordt gestaag uitgebreid. Maar er is een nieuwe werkmethode bijgekomen. We zien de
enorme stimulerende kracht van vermoedens. Al werkend komt een wiskundige voor een
moeilijk op te lossen probleem. Zonder een goede weg te vinden kan er wel een vraag
worden gesteld, een probleem worden geopperd, uitgesproken hoe we verwachten dat de
theorie eruit zal zien, en in het uiteindelijke geval formuleren we een vermoeden (in het
Engels: “conjecture”).

De wiskundige formuleert heel scherp wat reeds wel bewezen is, en wat nog weliswaar
onbewezen is, maar toch waarschijnlijk wel zo in elkaar zit. De wiskundige is daar
meestal veel precieser in dan bij voorbeeld wat in de natuurkunde gebruikelijk is (daar
is het soms onduidelijk wat een bewezen feit is, wat een aanname is, wat een mogelijk
theorie is, en nog meer van zulke begrippen).

We hebben gezien dat de wiskunde enorme impulsen krijgt door de goede vragen te
stellen. Vroeger gebeurde dat niet zoveel in deze vorm. Wel werden er “programma’s”
op gesteld, vooruitlopend op mogelijke ontwikkelingen. Er werden wel een vragen ge-
steld, open problemen aangeroerd. Maar de enorme ontwikkeling in de richting van het
formuleren van vermoedens is typisch iets van wiskunde na 1900.

In 1900 formuleerde David Hilbert op het International Congress of Mathematicians 23
problemen.
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zie http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/hilbert/

Die bleken een enorme stimulans te zijn voor verder onderzoek. Ook deden we een ver-
bluffende ontdekking. Hilbert gaf in veel gevallen aan welke problemen hij dacht dat
ze erg moeilijk waren, en welke misschien wel snel opgelost zouden kunnen worden. In
veel gevallen zat Hilbert er naast. En dat hebben we nog vaak gezien in de geschie-
denis. Tkzelf zie de baanbrekende actie van Hilbert als richting gevend voor de 20-ste
eeuwse wiskunde. Sommige van de problemen van Hilbert werden snel opgelost. Voor
sommige ervan moest veel theorie ontwikkeld worden (en soms was het antwoord totaal
verschillend van wat Hilbert verwacht had). En sommige van die problemen zijn nog
steeds onopgelost, wachtend op die geniale inval, of op die ontwikkeling van de moderne
wiskunde die toegang geeft tot die vraagstelling.

Het is, zelfs voor de begaafde en zeer rijpe wiskundige vaak niet mogelijk om aan
te geven hoe moeilijk een probleem is. Ook weten we vaak niet uit welke hoek van de
wiskunde een oplossing zou kunnen komen. Ikzelf zag daar een verbluffend voorbeeld
van, een vermoeden op het grensvlak tussen getaltheorie en meetkunde, dat tenslotte
opgelost werd met methoden uit de waarschijnlijkheidsrekening...

Het aantal vermoedens in de hedendaagse wiskunde is enorm. Er zijn grote collecties van
problemen, die om een oplossing vragen. Het geeft richting aan het onderzoek (veel meer
dan een preciese theorie kan doen). Het Clay Mathematics Institute formuleerde in 2000,
een eeuw na de 23 problemen van Hilbert in 1900: “In order to celebrate mathematics
in the new millennium, The Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts
(CMI) has named seven Prize Problems.”

Zie http://www.claymath.org/millennium/ Een oplossing voor elk van deze problemen
levert een miljoen dollar op.

Deze paragraaf zou vele honderden pagina’s kunnen omvatten, als ik werkelijk een over-
zicht zou proberen te geven van vermoedens die nu in de moderne wiskunde in omloop
zijn. Ook is het zo dat je voor sommige problemen veel voorkennis moet bezitten, wil
je begrijpen wat het probleem is.

De meest in het oog springende van deze problemen is de “Riemann Hypothese”, zie
[76], zie het probleem 8 van met Hilbert, zie probleem 6 van het Clay Mathematics
Institute. Er zijn veel boeken en artikelen die dit probleem uitvoerig toelichten. Er zijn
ook veel resultaten beschreven die RH als hypothese aannemen, en die resultaten zijn
nog onbewezen zolang de RH niet opgelost is; zie [26]. In het boek Marcus du Sautoy
- The music of the primes: Searching to solve the greatest mystery in mathematics is
er een beschrijving van dit probeem RH. - Helaas, om dat fascinerende probleem toe
te lichten is er veel wiskundige voorkennis nodig. Daarom zal ik dat probleem niet
uitleggen;

maar zie: http://www.claymath.org/millennium/Riemann_Hypothesis/

en verwijzingen daar genoemd.

Om toch een indruk te gevan de stimulerende invloed van vermoedens formuleer ik er

een paar. Pas zei iemand tegen me: “Goede wiskunde kun je aan iemand op straat kunt
uitleggen.” Deze problemen zijn van die aard (of eventuele oplossingen dat ook zijn ?).
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Een kleine waarschuwing. De onderstaande problemen zijn zo gemakkelijk te for-
muleren. Maar op de meeste van deze problemen hebben veel wiskundigen al hard en
lang gewerkt. Dat een probleem gemakkelijk te formuleren is, zegt nog niet dat een mo-
gelijke oplossing eenvoudig is. Dat hebben we gezien aan FLT, drie en een halve eeuw
wiskundig ploeteren aan iets wat zo eenvoudig te formuleren is.....en de uiteindelijke
oplossing is minder elementair dan de vraagstelling. Het is onwaarschijnlijk dat FLT via
een elementair bewijs bevestigd kan worden. En het zellfde zou wel eens voor elk van
de onderstaande problemen kunnen gelden. — Best leuk om even te proberen. Minder
leuk om het als levenswerk te gaan zien.....

(9.2) Mersenne getallen. Een getal van de vorm M, := 2" — 1 heet een Mersenne
getal.
We gaan zoeken naar Mersenne-priemgetallen.
Opmerking. We hebben gezien: Als M,, een priemgetal is dan is n een priemgetal. Zie
(2.6)
Opmerking. De omkering geldt niet: M;; is niet een priemgetal want My, = 2047 =
23-89. Ga na: 47 is een deler van Mos.
Momenteel zijn er 46 Mersenne priemgetallen bekend. Er is een enorme “industrie” om
Mersenne priemgetallen te vinden. Ervaring leert hoeveel er ongeveer moeten zijn, en
waar ze mogelijk te vinden zijn. De theorie en de berekeningen nodig voor het vinden
van Mersenne priemgetallen is formidabel. Voor informatie zie
http://primes.utm.edu/mersenne/
http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_prime

(9-3) Vermoeden.) Er zijn oneindig veel Mersenne priemgetallen.(?)
Motivatie voor dit vermoeden: De “kans dat M, een priemgetal is” is ongeveer
1/log(M,) ~ 1/(nlog(2)). Het aantal Mersenne priemgetallen is “daarom” ongeveer

1 1
Z 1/log(M,) =~ MZ -

n>0 n>0

We weten dat deze som divergeert. Dit geeft de suggestie dat er oneindig veel Mersenne
priemgetallen zijn.

Het bevenstaande “bewijs” is onzin. Een gegeven getal M is wel of niet priem, en
een uitspraak “de kans dat M priem is...” heeft geen enkele betekenis.

Voor wie nog niet overtuigd is: bewijs met de bovenstaande “redenering” dat er
oneindig veel even priemgetallen zijn.

We hebben gezien dat voor elk Mersenne priemgetal M, = 2P — 1 het getal N :=
2P~1.(2P — 1) een (even) perfect getal is, en dat omgekeerd alle even perfecte getallen op
deze manier geconstrueerd worden, zie (2.3).

(9.4) Vraag. Bestaat er een oneven perfect getal?

We weten dat een dergelijk getal enorm groot is, als het bestaat (minstens 300 cijfers,
tenminste een priemdeler van tenminste 20 cijfers). Het lijkt daarom niet aan te raden
met eenvoudige middelen een oneven perfect getal te gaan zoeken. — In dit geval aarzel
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ik om een vermoeden te formuleren. We hebben geen idee wat eruit komt. Het kan
best dat er een heel groot getal is dat oneven en perfect is (waarom niet?). Het kan ook
best zijn dat er een bewijs gevonden wordt dat een oneven perfect getal niet bestaat.
Het bestaan van zulke getallen is bij mijn weten (nog) niet gekoppeld aan een ander
verschijnsel in de wiskunde. — Het lijkt alsof we nog geen idee hebben waar te beginnen
met een aanpak van dit probleem. Zie ook (2.11).
http://mathworld.wolfram.com/OddPerfectNumber.html

(9.5) Oneven perfecte getallen.
Verwachting.») We verwachten dat er geen oneven perfect getal bestaat.

Ik noem dit niet een vermoeden, omdat er weliswaar veel numerieke evendientie
voor is, maar een structurele reden zien we nog steeds niet. Zie de disucssie verderop.
Is dit een mooie en nuttige vraag? waar moeten we beginnnen? Vinden we misschien
“toevallig” een oneven perfect getal? Of vinden we een mooie thorie die de verwachting
ondersteunt of zelfs bewijst? Zie ook

(9.6) Fermat getallen. Een getal van de vorm F; := 2% +1, i € Z>q heet een
Fermat getal.

Voorbeelden. Fy =3, Fy =5, Fy,=17, F3=257, Fy=65537.

Deze 5 getallen zijn priemgetallen. Fermat wist dit, en hij sprak de hoop uit dat alle
Fermat getallen priem zouden zijn.

In 1732 bewees Euler: Fy = 232 + 1 = 4294967297 = 641 x 6700417.

We kennen geen Fermat priemgetallen behalve de 5 bovenstaande. Van 238 verschilende
Fermat getallen is bekend dat ze niet priem zijn. Het kleinste Fermat getal waarvan we
niet weten (Januari 2009) of het een priemgetal is is F33; dit is een getal met meer dan
2 miljard decimalen: 233 x10108(2) ~ 2585827972.

(9.7) Fermat priemgetallen.

Vermoeden. ) Er zijn slechts eindig veel Fermat getallen die priem zijn.
http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_number
http://www.prothsearch.net /fermat.html
http://mathworld.wolfram.com /FermatNumber.html

Zie ook (5.8).

Hoe komen we aan dergelijk vermoeden? Hier is een argument:
De “kans dat F; priem is” is ongeveer 1/log(F;) = 1/(2% log(2)). Het aantal Fermat
priemgetallen is “daarom* ongeveer

1 1 1 1
L m C m@ T S @

>0 1>0 log(

Dit kan een aanduiding zijn dat het vermoeden juist is. Natuurlijk is dit argument als
wismundig bewijs niet vele waard. Maar het geeft wel aan in welke richting we zouden
moeten zoeken.
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Overigens wees met dergelijke argumenten voorzichtig. Stel b.v. dat we niet op de
hoogte zijn van (5.1). In onze onschuld zouden we proberen te bewijzen dat er veel
getallen van de vorm 2" + 1 zijn die priem zijn. Met een “argument” als boven (bij
de Mersenne getallen) gebruikt zouden we gaan denken dat er wellicht oneindig veel
Fermat priemgetallen zouden kunnen zijn. Zulke “heuristiek” moeten we met grote
voorzichtigheid en enige kennis van zaken hanteren. Zie:
http://primes.utm.edu/glossary/page.php?sort=Heuristic

Priemgetallen moet je vermenigvuldigen, niet optellen.
We zien veel interessante vragen, onopgeloste problemen als we sommen van priemge-
tallen gaan bekijken. Hier is het meest beroemde voorbeeld:

(9.8) Het Goldbach vermoeden.
Vermoeden. ) Zij n = 2m € Zx4 een even getal. Dan (?) zijn er priemgetallen p, en
q zodanig dat n =p+ q.

Christian Goldbach schreef op 7 - VI - 1742 (in the Gregoriaanse kalender) een brief aan
Euler, zie [29], waar hij dit probleem aan de orde stelde. Goldbach schreef: “Auf solche
Weise will ich auch eine conjecture hazardieren ... dasz jede Zahl, die grosser ist als 2,
ein aggregatum trium numerorum primorum sei.”
Commentaar:

Dit is de eerste plaats mij bekend in de wiskundige literatuur waar het woord con-
jecture op deze manier gebruikt wordt.

Goldbach beschouwde 1 ook als priemgetal, en in zijn terminologie zou elke n € Z~o
de som moeten zijn van drie priemgetallen.

Leonhard Euler schreef terug op 30 - VI - 1742 dat hij deze uitspraak als “ein ganz
gewissen Theorem” beschouwde, waarvoor Euler dan nog wel graag een bewijs zou
willen zien.

Hoe moeten we dit probleem noemen? In het begin van de 20-ste eeuw sprak men van
het “Goldbach-probleem”. In laat 20-ste eeuw gebruikte men “de Goldbach hypothese”.
Tegenwoordig is gangbaar om te zeggen “het Goldbach vermoeden”.

Er is indrukwekkend veel numerieke evidentie. Momenteel is een bevestigend antwoord
gevonden voor alle n < 3 x 10'7 (Oliveira e Silva), 30-XII-2005;

zie http://mathworld.wolfram.com/GoldbachConjecture.html

Maar, zegt dit iets? Ik zie niet hoe we aan een abstract bewijs van het Goldbach
Vermoeden zouden moeten beginnen. Het lijkt alsof dit nog een gesloten boek voor ons
is. Wilt U een mooi boek hierover lezen? Zie [25]. Een fascinerende roman.

(9-9) “Het zwakke Goldbach Vermoeden”. ) Elk oneven getaln = 2m+1 € Zxg
1s de som van drie oneven priemgetallen.

We zeggen dat een tweetal getallen (p,p + 2 = ¢) een priemtweeling is als zowel p als
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p + 2 = q priemgetallen zijn. Er zijn er ontzettend veel van bekend.

(9.10) Priemtweelingen.
Vermoeden. ) Het aantal priem-tweelingen is oneindig.
Er is overweldigende numeriek evidentie hiervoor. Ook kunnen we een soort kansre-
kening opzetten, en als die zou kloppen dan is het vermoeden bewezen. Er zijn veel
deelresultaten. Die “kansrekening” in dit geval geeft voorspellingen hoeveel priemtwee-
lingen er beneden een gegeven grens zouden moeten zijn, en hoeveel er (ongeveer) op
een gegeven interval zouden liggen. Die voorspellingen kloppen wonderwel met nume-
riek resultaten (noeste vlijt en rekenwerk). Dit geeft ons vertrouwen dat we in de goede
richting zoeken. Maar een algemene theorie, of zelfs een algemeen vermoedde structuur
die dit vermoeden zouden impliceren kennen we niet. Zie
http://primes.utm.edu/glossary/page.php?sort=TwinPrimeConjecture
http://mathworld.wolfram.com /TwinPrimes.html

(9-.11) PolignacVermoeden. ) Voor elk even positief geheel getal n zijn er oneindig
veel paren (p,q = p + n) zodanig dat p en q priem en de tussenliggende getallen niet
priem zign. M.a.w. priemgetal-gaten van lengte n komen oneindig vaak voor elk even
positief geheel getal n.

Dit werd vermoed door Alphonse de Polignac in 1849, zie [71]. Het vermoeden is
noch bewezen noch tegengesproken voor welke even n > 2 dan ook. Voor n = 2 komt er
het priemtweelingen vermoeden. Voor n = 4 wordt dit wel het “priemneven probleem”
genoemd. Voor n = 6 spreekt men wel van “sexy primes”. Zie:

http://en.wikipedia.org/wiki/Polignac’s_conjecture

Zie een serie voordrachten van fields medalist (2004) Terence Tao (google: Simons Lec-
ture Tao). Daarin een fascinerend overzicht van methoden uit de waarschijnlijkheids-
rekening toegepast in de getaltheorie. Met als prachtig resultaat (“er zijn willekeurig
lange rekenkundige rijen van priemgetallen” ):

Stelling (B. Green en T. Tao). Voor elke k € Z~q zijn er oneindig veel paren n,r € Z~q
zodanig dat de getallen n,n+r,--- ,n+1ir,---,n+ kr allemaal priem zijn.

Zie http://arxiv.org/abs/math.NT /0404188

Opmerking: dit lost het Priemtweelingen probleem en het Polignac probleem nog niet
op.

(9.12) FLT.
Vermoeden.

nelss, x,Yy,2€ZL z"+y"=2" N zyz = 0.

Hier kan ik uren over praten (en dat deed ik ook in de HOVO-cursus in 2007). Dit
vermoeden stond als stelling in de kantlijn opgetekend (waarschijnlijk in 1737) door
Fermat. Feuwen lang is hier aan gewerkt. Eerst was het een geisoleerd probleem. Door
suggesties van Hellegouarch en Frey, en werk van Serre en Ribet, bleek dit probleem
een gevolg te zijn van een diep vermoeden op de grens van getaltheorie en meetkunde,
het Shimura-Taniyama-Weil vermoeden. In 1995 lukte het Andrew Wiles een bewijs
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te geven van het geval van dit vermoeden dat nodig is om FLT te bewijzen; zie [99].
Zeer aanbevolen: het boek van Singh, zie [86] (en er zijn nog veel meer populaire en
half-populaire boeken over dit prachtige onderwerp).

Dit vermoeden heeft de eeuwen dat het onopgelost was velen aangezet tot het ont-
wikkelen van nieuwe stukken wiskunde. In de 19-de eeuw werd een fundamenteel deel
van de algebra ontwikkeld, en daarmee werden sommige gevallen bewezen. Het leek
alsof de computer een rol ging spelen; met de opkomst van moderne rekentechnieken
werden steeds meer gevallen bewezen (als ik het goed heb, werden alle gevallen met
2 < n < (3/2) x 10° zo bewezen). Totdat moderne methoden (Serre, Frey, Ribet, Wiles
en vele anderen) een abstract bewijs gaven voor alle n > 5, gebaseerd op puur denkwerk
(en n = 4, Fermat, n = 3, Euler waren reeds lang bekend). Een triomf van moderne
wiskunde, die weer laat zien dat denken soms beter loont dan alleen maar rekenen.

(9.13) Germain priemgetallen.

Vermoeden. ;) Het aantal Germain priemgetallen is oneindig.

Overigens is ook onbekend of het aantal niet-Germain priemgetallen oneindig is (wel
vermoed).

Toelichting: een priemgetal p heet een Germain priemgetal als ook ¢ := 2p + 1 een
priemgetal is.

Heuristiek zoals boven beschreven is bij Mersenne priemgetallen, Fermat priemge-
tallen en priemtweelingen kan ook hier beschouwd worden, en dit geeft als resultaat
het bovenstaande vermoeden. Dit vermoeden is nog steeds onbewezen. Dezelfde heu-
ristiek suggereert dat er oneindig veel priemgetallen zouden zijn die niet een Germain
priemgetal zijn.

Hier volgt een vermoeden, eenvoudig te formuleren, met een enorme impact op de mo-
deren getaltheorie.

(9.14) We bekijken drietallen A, B,C € Z( zodanig dat
A+B=C met ggd(4,B)=1,

dan geldt ook ggd(B,C) =1 = ggd(C, A) (ga na). We definiéren het radicaal van dit
drietal:
Rad(A4,B,C) := H D,
p|ABC

het product over alle priemgetallen (tot de macht 1) die ABC' delen. We vragen ons af
of een drietal kunnen vinden waarvoor C heel groot is en Rad(A, B, C) heel klein. Dat
kunnen we proberen te doen door ervoor te zorgen dat hoge machten van priemgetallen
de drie getallen A, B en C delen. Dit “eenvoudige” probleem is moeilijker dan het op
eerste gezicht lijkt. Als je dit probeert en A en B zijn van die vorm dan blijkt C' geen
hoge priem-machten te hebben.

(9.15) Het ABC-vermoeden (Masser, Oesterlé, 1985)
http://en.wikipedia.org/wiki/Abc_conjecture
http://www.math.unicaen.fr/~nitaj/abc.html
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Vermoeden. 7 Zij ¢ € R>o. Dan (?) is er een constante v = ~(e) met de eigenschap
dat voor elk drietal (A, B,C) als boven geldt:

C < ~(e) x (Rad(A, B, C)).

H. W. Lenstra: “We kunnen dit ook wel het XY Z-vermoeden, of het K LM-vermoeden
noemen.”

Hier is een eenvoudiger vorm, een variant van dit vermoeden. We kiezen § € R+ .
Uitspraak.

(ABC)s Voor elk drietal als boven geldt C < (Rad(A, B,C))".

Vermoeden. Er bestaat een § € Rs1 zodanig dat (ABC)g juist is.

Notatie. Schrijf a(A, B,C) := log(C)/log(Rad(A, B,C)). We proberen te zien of de
waarden van (A4, B, C) begrensd als we alle toegestane drietallen beschouwen.
Een voorbeeld:

2+ 319.10% = 235 Eric Reyssat, 1987 a =~ 1.62991.
Zie (o = “quality”)
http://www.math.leidenuniv.nl/ desmit/abc/index.php?sort=1

voor nog veel meer voorbeelden. Momenteel is dit het drietal met de hoogste a.. Dat
impliceert:

Eerste verrassing. We kennen geen tegenvoorbeeld tegen (ABC)s .

Tweede verrassing. Zij n € Z; dan geldt:
n>38, (ABC); = FLT,.
Bewijs. Neem aan dat a,b,c,n € Z~g met a™ + b = . Voor het drietal
A=a", B=b", C=c" geldt Rad(A,B,C)=Rad(a,b,c) < c’.
Als (ABC)g geldt, weten we dat voor elke keuze, dus zeker voor deze keuze
" = C < (Rad(A, B,C))° < &5.
De tegenspraak met n > 3-3 (merk op dat ¢ > 1) bewijst de bewering. QED

Zie ook de Nederlandse versie van [86] pag. 310.
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(9.16) Catalan.

We beschouwen x® een “pure macht”, waar = en a gehele getallen zijn die minstens
2 zijn. Kunnen we dit zo kiezen dat dan ook z® 4+ 1 een pure macht is? Kwadraten
verschillen niet 1. Maar het zo kunnen zijn dat een kwadraat en een derde-macht 1
verschillen , of .. 77 Eugne Charles Catalan vermoedde in 1844:

Vermoeden. )

oy, a,b€Zoy 1% +1=1yb SN * =8, y*=0.

Dit vermoeden heeft een rijk verleden. Van de vele deelresultaten vermeld ik de specta-
culaire stelling van Tijdeman; hij bewees dat elke oplossing van de Catalan vergelijking
gelegen is beneden een expliciet gegeven grens; dit bewijst dat het aantal oplossingen
van de Catalan vergelijking eindig is. Zijn we dan klaar? Die grens was zo ontzettend
groot, dat het rekenwerk om het vermoeden ook echt te bewijzen ondoenlijk was. Wel
werd die grens steeds iets naar beneden gebracht, maar het bleef nog steed buiten het
bereik van zelfs de snelste computers. De volgende verrassing was dat Preda Mihailescu
in 2002 dit vermoeden bewees, zie [59]; bovendien bleek het bewijs een mooie combinatie
te zijn van methoden die allang bekend waren. Hier heeft het bewijs van een vermoeden
dus niet een stroom aan nieuwe technieken nodig.

http://www.math.leidenuniv.nl/ jdaems/scriptie/Catalan.pdf

http://en.wikipedia.org/wiki/Tijdeman

http://en.wikipedia.org/wiki/Mih

Opmerking. Voor 8 + 1 = 9 krijgen we Rad(8,1,9) = 6 en 9 = 6% geeft a =~
1.226294386. Welke vorm van ABC hebben we nodig om het Catalan vermoeden te
bewijzen?

(9.17) Om het Mertens vermoeden te formuleren hebben we enig notatie nodig. Voor
n € Zsq defniéren we p(n) de “Mobius functie” (de functie geintroduceerd door in 1832
en de notatie p(n) gebruikt door Mertens in 1874)

we schrijven pu(1) =1,

als n deelbaar is door een kwadraat groter dan 1, dan is pu(n) = 0,

en als n het product is van k onderling verschillende priemfatoren, dan is pu(n) =
(~1)F.
We zien dat de waarde vaak +1 is, soms 0 en soms —1. Bovendien lijkt het dat de
waarde +1 vaker voorkomt dan de waarde —1 (eerst komen 2 en 3, en dan pas 6 ... wat
een gammel argument). Wat zou er gebeuren als die waarden optellen?

Als we hiermee experimenteren, dan zien we dat de waarde van M (i) voor groeiende i
dicht bij 0 blijft.

Suggestie: maak een lijst van positieve gehele getallen, met daarachter de waarden van
w(n), en daarachter de waarden van M (n). Zien we die waarden van M (n) snel oplopen?
of juist heel laag blijven? Het volgende vermoeden lijkt heel plausibel.
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(9.18) Vermoeden. ) Mertens, 1897.
Vn >0 M(n)<+/n.

Dit lijkt redelijk. Mertens verifiéerde het vermoeden voor n < 10000 in 1897. Sterneck
bewees in 1912 dat het vermoeden juist is voor n < 500000. Dat is toch enorme nume-
rieke evidentie 7! Bovendien werd bewezen dat dit vermoeden het beroemde vermoeden
van Riemann impliceert. We leken dicht bij en oplossing van allebei.

Groot was de verrassing toen Odlyzko en Te Riele in 1985 bewezen dat het Mertens
vermoeden onjuist was. Ze gaven weliswaar geen grens aan waar het ongelijkteken
omslaat, maar dat dit bij heel grote getallen zou moeten gebeuren was wel duidelijk;
zij dachten dat dat pas gebeurt ergens na n = 10%C. Pintz bewees in 1987 dat er
een tegenvoorbeeld tegen het Mertens vermoeden is voor een n met n < g3-21x10%
(een vreselijk groot getal). — We zien hoe voorzichtig we moeten zijn met “numerieke
evidentie”. Zie ook het Pdlya vermoeden, zie ook het getal van Skewes:
http://en.wikipedia.org/wiki/P%C3%B3lya_conjecture
http://en.wikipedia.org/wiki/Skewes%27_number
allemaal voorbeelden waar numerieke evidentie zelfs voor heel grote getallen het ver-
keerde resultaat suggereren.

Het Mertens vermoeden is onjuist. Maar dit bewijst nog niet dat het Riemann vermoe-
dendan ook onjuist is 7!
http://mathworld.wolfram.com/MertensConjecture.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Mertens_ conjecture
http://www.dtc.umn.edu/~odlyzko/doc/arch/mertens.disproof.pdf
http://www.math.tu-berlin.de/~kant /ants/Proceedings/te_riele/te_riele_talk.pdf

(9.19) Collatz rijen. Begint met z¢p € Z~¢ en maak een rij zg,x1,--- volgens de
regel:

als x; oneven is, dan is z;41 = 3x; + 1;

als x; even is, dan is @41 = x;/2.
Verwachting (Collatz). Voor elke begin waarde xo € Zo is er een j € Z> 0 zo dat
€Tj = 1.
(Waarom ik hier “verwachting” en niet “vermoeden’ schrijf? zie (9.22).)

Voorbeelden: 6,3,10,5,16,8,4,2,1  (en verder: 4,2,1,4,2,1--).

11,34,17,52,26, 13,40, 20, 10,5, 16,8,4,2,1, - - -.

Het Collatz vermoeden is bewezen voor alle beginwarden beneden 20 x2%® ~ 5.764 x 10'8.

Met xg = 27 komen er 111 stappen, we komen boven 9, 000, maar uiteindelijk kom 1 in

deze Collatz-rij voor; deze rij vinden we op de site:
http://en.wikipedia.org/wiki/Collatz_conjecture

Op de volgende sites wordt een Collatz rij uitgerekend bij een ingetypt begingetal:

http://www.numbertheory.org/php/collatz.php
http://www.freemotion.nl/reken/collatz.php
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Op de volgende site, op pag. 14 vinden we een paar experimentele gegevens. Bij voor-
beeld: begin met 77671, getallen in de Collatz-rij komt boven een miljard, en na 231
stappen komen we tenslotte bij 1:

http://www.logika.umk.pl/llp/141/jpvb.pdf

Dit vermoeden is onbeslist. We hebben eerder al gezien dat we voorzichtig moeten zijn
met numeriek evidentie. Ik zie voorlopig nog geen methode die echt toegang geeft tot
dit probleem.

(9.20) Congruente getallen.

Definitie. Een positief geheel getal N heet een congruent getal, afgekort CG, als er een
rechthoekige driehoek bestaat met lengtes van zijden in Q¢ en met oppervlak gelijk
aan N € Z.

Noem de lengtes van de zijden «, 3,7 € Q; met behulp van de stelling van Pythagoras
zien we:

a-fB/2=N,
3 iv a® + 0% =%
een voorbeeld is: &« =9/6, [ =40/6, v=41/6, N =5.

«

Eenvoudig in te zien:
n =6 is een CG, want 32 + 4% = 52,
n =5 is een CG, want (9/6)? + (40/6)? = (41/6).

De vraag welke gehele getallen een CG zijn werd gevraagd in een anoniem 10-de eeuws
Arabisch manuscript, zie [1]. Daarna veelvuldig bestudeerd door Fibonacci, Fermat, en
vele anderen. Echter de vraag hoe te bepalen of een gegeven geheel getale een CG is, is
10 eeuwen later nog niet bevredigend opgelost.

Hier is een niet eenvoudig geval:

n = 1 is niet een CG;
dit was eeuwen lang een open probleem, en verkeerder oplossingen werden aangekondigd.
Dit probleem pas door het genie Fermat opgelost. Zie [20], p. 462; zie [16], p. 10.

Bij gegeven getal n, als we weten dat het congruent is, dan is de omvang van de teller
en noemer van «, § en vy in de definitie, nodig om te bewijzen dat het getal congruent
is, niet te voorspellen uit de grootte van n.

In 1977 (Coates en Wiles) en 1983 (Tunnell) zagen we dat we effectief kunnen bepalen
welke getallen congruent zijn indien het vermoeden van Birch en Swinnerton-Dyer juist
is. We hebben nu een vermoeden wat dit effectieve critrium zou kunnen zijn. Zie: [15],
(93], zie [51], pag. 221, zie [66], [67]

(9.21) Diverse vermoedens. In deze paragraaf heb ik een aantal vermoedens ver-
meld. Maar veel meer is onbesproken gelaten. In mijn selectie vban de vermoedens
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hierboven genoemd heb ik vooral gelet op de eigenschap van een probleem of je met een-
voudige middelen kunt aangeven wat er bewezen zou moeten worden. Daarbij zijn juist
de belangrijkste vermoedens onbesproken gebleven. Bij voorbeeld de Clay Millenium
Problems, zie:

http://www.claymath.org/millennium /
Helaas vallen onder andere buiten het bestek van elementaire wiskunde:

e De Riemann Hypothese. Zie
http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_hypothesis

http://modular.math.washington.edu/edu/2007 /simuw07 /misc/
Official_Problem_Description.pdf

Er zijn vele boeken over dit onderwerp geschreven. Zie [26]. Zie bv. [81]. De
numeriek evidentie overweldigend. De gevolgen voor de wiskunde (zouden) heel
groot zijn; nu al zijn er veel stellingen bewezen onder “aanname van de RH”. Een
heel goed leesbare elementaire inleiding;:

R. van der Veen & J. van de Craats

De Riemann-Hypothese, een miljoenenprobleem.

Lesteksten bij de webklas Wiskunde - najaar 2006.

http://staff.science.uva.nl/~craats/RH.pdf

e De vermoedens van Birch en Swinnerton-Dyer. Zij kwamen op het idee
om het “aantal” rationale punten op een elliptische kromme in verband te brengen
met het gedrag van een analytische functie. Zij rekenden (op een computer) veel
speciale gevallen door, en vonden na een paar benaderingen een formulering die
sindsdien niet tegengesproken (maar ook nog niet bewezen) is. Zie [8]. Zie:

http://planetmath.org/encyclopedia/BirchAndSwinnertonDyerConjecture.html

http://www.claymath.org/millennium/Birch_and_Swinnerton-
Dyer_ Conjecture/BSD.pdf

e Het Hodge vermoeden. Deelvariéteiten geven bepaalde klassen in een groep
gehecht aan de omringende variéteit. Kun je omgekeerd het bestaan van deel-
variéteiten afleiden uit het bestaan van bepaalde klassen? Hodge formuleerde dit
(later gepreciseerd door Grothendieck). Zie:

http://en.wikipedia.org/wiki/Hodge_ conjecture

e Het Poincaré vermoeden. Dit was een van de belangrijkste vragen in de topo-
logie. Een lus die op een boloppervlak getekend is kan samengetrokken worden;
een boloppervlak noemen we een 2-sfeer. Is een 3-voud met deze eigenschap een
3-sfeer? Dat is het vermoeden. Het werd bewezen door Grigori Perelman in 2003;
daarvoor kreeg hij de Fields medaille (die hij niet accepteerde; dit is de “Nobel
prijs voor de wiskunde”), en nog veel meer roem. Na deze prachtige prestatie heeft
Perelman, naar het schijnt, de wiskunde verlaten:

http://en.wikipedia.org/wiki/Grigori_ Perelman

e Het Serre-vermoeden. Dit vermoeden is te vinden in [82]. Dit vermoeden is
sterk genoeg om FLT als gevolg te hebben. Het legt veel bloot van een diepere
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structuur op het grensvlak tussen de getaltheori, de algebra an de analyse. Dit is
ongetwijfeld een onderwerp wqaar de komende jaren nog veel ontwikkeling in zal
te zien zijn. Ondertussen is dit vermoeden bewezen. Een formulering van en een
schets van het bewijs is te vinden op:

http://modular.fas.harvard.edu/papers/serre/ribet-stein.pdf

Opmerking. Vaak zetten we bij een resultaat in de wiskunde een naam. Maar laten
we wel goed realiseren dat heel vaak werk gebaseerd is op ideén en deelresultaten van
vele anderen. Bij elke belangrijk resultaat hierboven kun je een lange lijst van namen
geven van mensen die bijgedragen hebben aan de ontwikkeling van dat resultaat.

(9.22) Een discussie. Het centrale thema van deze reeks voordrachten is het beang
van vermoedens in het ontwikkelen van wiskundige ideeén. Maar soms wordt maar al te
gauw iets tot een “Conjecture” (vermoeden) gepromoveerd. Daarom stel ik de volgende
hierachie voor:

e Vraag. In de wiskunde kunnen we een vraag stelen. Dat is vaak het begin van
een interessante onwikkeling.

e Probleem. Als we een vraag een tijdje bestudeerd hebben, en er komt meer
structuur in onze gedachten daarover, dan kunnen we die vraag vaak preciseren
tot een probleem.

e Verwachting. Als we dan beginnnen in te zien, door numeriek evidentie, doordat
veel gevallen kloppen, doordat het er “zo mooi uitziet”, of hoe dan ook, dan kunnen
we verwachten dat het probleem een bepaalde oplossing heeft. Ik ben ervoor om
alles wat niet aan criteria voldoet, zoals hier beneden zal worden uiteengezet, nog
niet een vermoeden te noemen.

e Vermoeden. Als we sterke aanwijzingen hebben dat iets waar zou kunnen zijn,
maar nog geen bewijs, dan kunnen we dit formuleren als vermoeden. Ik vind dat
daar dan aan tenminste één van de volgende voorwaarden moet zijn voldaan:

1. Structurele evidentie. Soms ontdekken we dat een vermoeden een bijzonder
geval is van een veel algemenere structuur, die misschien nog niet bewezen is.
We zagen dat bij voorbeeld bij FLT, eeuwen lang een geisoleerd probleem,
maarvanaf 1985 in verband gebracht met een veel algemener vermoeden.

2. Numeriek evidentie. Hier moeten we voorzichtig mee zijn (beoordeling hangt
heel erg af van de expertise, van de ervaring die iemand heeft die ermee om-
gaat). We hebben voorbeelden gezien waar “heel veel gevallen reeds bewezen
waren”, en waar de algemene uitspraak fout is. Wiskundigen zijn er sterk in
om onbewezen vermoedens en ware uitspraken van elkaar te scheiden!

3. Structuur in bijzondere gevallen. Soms bewijzen we een algemene uitspraak
in een aantal belangrijke speciale gevallen. Intuitief voelen we dat als het in
“deze” gevallen goed gaat, dat het dan ook algemeen wel zo zou moeten zijn.
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4. Analogie. Vaak zijn er twee wiskundige situaties die als twee druppels water

op elkaar lijken, en waar in de ene theorie een uitspsraak waar blijkt te
zijn; dan zijn we geneigd om de “vertaling” van die bewering naar de andere
situatie als vermoeden te formuleren.
Een voorbeeld: André Weil formuleerde in 1940 ~ 1946 een vermoeden dat
geheel parallel loopt aan het Riemann Vermoeden. Het vermoeden van Weil
werd in 1972 bewezen door Deligne. Dit is een sterke aanwijzing voor ons dat
het oorspronkelijke vermoeden vanRiemann waar zou kunnen zijn. Overigens
bij “analogie” denk ik aan het vertalen van een formulering, zonder dat de
bewijsmethoden ook vertaald zouden kunnen worden (als dat wel kan, dan
ben je klaar). (Overigens, voor de Weil vermoedens had André Weil heel
sterke “Structurele evidentie”.)

5. FElegantie. Wiskundigen hebben een hoog ontwikkeld gevoel voor schoonheid.
Er zijn van die uitspraken waar je hij voelt: “als iets waar zou zijn, dan moet
het z6 in elkaar zitten”.

Overigens, geen enkel van deze voorwaarden biedt garantie voor uiteindelijk succes,
allicht niet.

(9.23) Nog een waarschuwing tegen “numeriek evidentie”. We proberen de vergelij-
king
X?-1141Y* =1

op te lossen met z,y € Z~g. Is het nuttig om “zo maar eens wat te proberen” 7 Het
blijkt dat er geen oplossing is waarvoor 0 < y < 10%°. Maar we weten uit de theorie van
de Fermat-Pell vergelijking dat er wel degelijk oplossingen zijn (en zelfs oneindig veel).
De kleinste y waarvoor een oplossing bestaat heeft 26 cijfers. — Soms horen we wel eens
dat we wiskundig onderzoek kunnen vervangen door het installeren van voldoend sterke
computers; die rekenen nu nog aan deze vergelijking, terwijl een student op een college
elementaire getaltheorie leert dat deze vergelijking wel degelijk oplossingen heeft (en ook
leert hoe je ze effectief moet vinden).
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10 Appendix A: De kalender

(10.1) Het doel van de “kalendermethode”: geef een datum, en bereken daaruit
op welke dag van de week die valt (of viel). Het blijkt dat die methode gemakkelijk te
gebruiken en eenvoudig te onthouden is. Ik gebruik deze methode vaak.

Eerst enkele bekende begrippen. We zullen de maanden nummeren door: januari = I,
februari = II, maart = III, - - - , oktober = X, november = XI, december = XII.

Dit doe ik om verwarring te voorkomen. In het nederlands zeggen we ”3 januari”,
in het engels ”January 3”7, wat wordt er bedoeld met 703-01-1993”, is dat 3 januari
of 1 maart? Op formulieren schrijven we dan meestal ”03-01-1993”, en we bedoelen 3
januari, ik geef de voorkeur aan ”03-1-1993”. Zo is 4-IIT = 3 maart (de dag dat deze
cursus in 2009 begint). Dat is een woensdag kunnen we die dag snel bepalen?

We weten dat het aantal dagen van de verschillende maanden is:
I(31), IT (28 of 29), III (31), IV (30), V (31), VI (30),
VII (31), VIII (31), IX (30), X (31), XTI (30), XII (31).

Wat is de reden van dat springen van het aantal dagen van februari? De aarde loopt
niet precies in 365 dagen om de zon heen, maar we willen wel dat Kerstmis ergens in
de winter valt, en dat juli ergens in de zomer valt, en dat het zo blijft in de loop van de
eeuwen. De gregoriaanse kalender corrigeert dit door de meeste jaren uit 365 dagen te
laten bestaan, maar in sommige andere jaren gaat er één dag meer in een kalenderjaar:

Een schrikkeljaar is een jaar waarin februari 29 dagen heeft;
in alle andere jaren heeft februari 28 dagen.

De jaren - - -, 2004, 2008, 2012, - - - zijn schrikkeljaren

(het jaartal is wél deelbaar door 4),
de jaren --- 2001, 2002, 2003, 2005, - - - zijn niet schrikkeljaren.

(het jaartal is niét deelbaar door 4)
Verder is er de afspraak: 1700, 1800, 1900, 2100 zijn niet schrikkeljaren,
en 1600, 2000, 2400 zijn wél schrikkeljaren
(d.w.z. als een getal n deelbaar is door 4, dan is n x 100 wel een schrikkeljaar, als n niet
deelbaar is door 4, dan is het niet een schrikkeljaar). Ja, het is een beetje gecompliceerd,
maar zo bereiken we dat voorlopig het gemiddeld aantal dagen in een jaar met grote
nauwkeurigheid gelijk is aan de omloopstijd van de aarde om de zon.

(10.2) Opgave. 3 maart 1788 en 3 maart 1788+28 vallen op dezelfde dag, maar 3
maart 1888 en 3 maart 1888+28 vallen niet op dezelfde dag. (Algemeen: periodiciteit
van 28 jaar als in die periode niet een eeuwjaar bevat, want 7 x 366+ 21 x 365 is deelbaar
door 7, allicht).

Opgave. Bewijs dat het aantal dagen in een periode van precies 400 jaar deelbaar is
door 7 (en concludeer: 3 maart 1788 en 3 maart 2188 vallen op dezelfde dag van de
week).

Opgave. Bereken in een periode van 400 jaar voor getal {1,2,---,30,31} hoe vaak dat
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getal voorkomt op welke dag van de week. Concludeer dat ”vrijdag de 13-de” de grootste
frequentie heeft! (Een hele rekenpartij.)

(10.3) De jaardag. Om deze kalendermethode te gaan gebruiken definiéren we de
jaardag van een zeker jaar: het is de dag van de week waarop de laatste dag van februari
valt in dat jaar.

Voorbeeld: In 1993 valt 1 maart op een maandag (het is niét een schrikkeljaar, februari
1993 heeft daarom 28 dagen, 28-11-1993 is een zondag), en we schrijven:

jd(1993) = zondag = zo.

Kijken we b.v. naar 1992, dan is 1-I11I-1992 een zondag (1992 is wél een schrikkeljaar,
en 29-11-1992 valt op een zaterdag), we schrijven:

jd(1992) = zaterdag = za.

Natuuurlijk kunnen we zodra we één jaardag weten, alle andere berekenen (merk op:
van 2001 naar 2002 schuift de jaardag een naar voren, van 2003 n