dEFORMACII MNOGO^LENOW I IH

DZETA-FUNKCII^�

s. m. gUSEJN-zADE^y d. sIRSMA

aNNOTACIQ

dLQ ANALITI^ESKOGO PO σ ∈ (C, 0) SEMEJSTWA P_σ MNOGO^LENOW OT n PE- REMENNYH OPREDELENO PREOBRAZOWANIE MONODROMII h NULEWOGO MNOVESTWA UROWNQ V_σ = {P_σ = 0} DLQ DOSTATO^NOGO MALOGO σ ≠ 0. dZETA-FUNKCIQ “TOGO PREOBRAZOWANIQ MONODROMI ZAPISYWAETSQ W WIDE INTEGRALA PO “JLE- ROWOJ HARAKTERISTIKE SOOTWETSTWU@]IH LOKALXNYH DANNYH. tAKOJ POD- HOD PRIWODIT K IZU^ENI@ DEFORMACIJ ROSTKOW GOLOMORFNYH FUNKCIJ I IH DZETA-FUNKCIJ. pRIWODQTSQ NEKOTORYE PRIMERY WY^ISLENIJ S ISPOLX- ZOWANIEM “TOJ TEHNIKI.

1 wWEDENIE

kOMPLEKSNYJ MNOGO^LEN P OT n PEREMENNYH OPREDELQET (POLINOMIALXNOE) OTOB- RAVENIE IZ C^n W C (TAKVE OBOZNA^AEMOE ^EREZ P ). —TO OTOBRAVENIE QWLQETSQ

(C^∞) LOKALXNO TRIWIALXNYM RASSLOENIEM NAD DOPOLNENIEM K NEKOTOROMU KO-

NE^NOMU PODMNOVESTWU OBRAZA C — BIFURKACIONNOMU MNOVESTWU: [1]. tOPOLO- GI^ESKOE IZU^ENIE POLINOMIALXNYH OTOBRAVENIJ BYLO NA^ATO W [3] I PRODOL- VENO, W ^ASTNOSTI, W [8, 9]. iNTERES PREDSTAWLQ@T OPISANIQ BIFURKACIONNOGO MNOVESTWA MNOGO^LENA, EGO OB]EGO MNOVESTWA UROWNQ, WYROVDENIQ MNOVESTWA UROWNQ DLQ OSOBYH ZNA^ENIJ, MONODROMIJ, SOOTWETSTWU@]IH OBHODAM WOKRUG OSOBYH ZNA^ENIJ, . . . mNOVESTWA UROWNQ {P = σ} MNOGO^LENA P QWLQ@TSQ NU- LEWYMI MNOVESTWAMI UROWNQ SEMEJSTWA MNOGO^LENOW Pσ = P − σ. eSTESTWENNO POPYTATXSQ IZU^ITX POWEDENIE NULEWOGO MNOVESTWA UROWNQ NE KONKRETNO “TOGO SEMEJSTWA, A PROIZWOLXNOGO SEMEJSTWA MNOGO^LENOW Pσ (SKAVEM, ANALITI^ESKOGO PO σ IZ OKRESTNOSTI NULQ W KOMPLEKSNOJ PRQMOJ C σ ). w “TOJ SITUACII MOVNO TAVE ISSLEDOWATX IZMENENIE TOPOLOGI^ESKOGO TIPA OTOBRAVENIQ Pσ : C^n → C W SEMEJSTWE. tAKOE IZU^ENIE BYLO NA^ATO W [10, 11].

�kL@^EWYE SLOWA: DEFORMACII MNOGO^LENOW, DZETA-FUNKCIQ.

y~ASTI^NO PODDERVANO GRANTAMI rffi–04–01–00762, n––1972.2003.1, NWO-rffi

047.011.2004.026

pUSTX Pσ (x) — ANALITI^ESKOE PO σ ∈ (C σ , 0) SEMEJSTWO MNOGO^LENOW OT n PE- REMENNYH x = (x1, . . . , xn): DEFORMACIQ MNOGO^LENA P = P0. mNOGO^LEN Pσ OPRE- DELQET OTOBRAVENIE Pσ : C^n → C . pUSTX V— GIPERPOWERHNOSTX W C^{n+1} = C^n ×C σ , OPREDELENNAQ URAWNENIEM Pσ(x) = 0 (x ∈ C^n , σ ∈ C σ ). pROEKCIQ p : V → C σ NA WTOROJ SOMNOVITELX QWLQETSQ LOKALXNO TRIWIALXNYM RASSLOENIEM NAD PROKOLO- TOJ OKRESTNOSTX@ NULQ W C σ (SM., NAPRIMER, [1]). dLQ DOSTATO^NO MALOGO σ ≠ 0 OBOZNA^IM ^EREZ Vσ SLOJ {Pσ = 0} ⊂ C^n “TOGO RASSLOENIQ (NULEWOE MNOVESTWO UROWNQ OB]EGO ^LENA SEMEJSTWA) I PUSTX h : Vσ → Vσ — PREOBRAZOWANIE MONO- DROMII “TOGO RASSLOENIQ (ONO OPREDELENO KORREKTNO S TO^NOSTX@ DO IZOTOPII).

dZETA-FUNKCIQ ζh(t) PREOBRAZOWANIQ h : Z → Z PROSTRANSTWA Z — “TO RA- CIONALXNAQ FUNKCIQ_∏ q≥0 {det(id − t · h_{∗|Hq(Z;}R_))}^{(−1)q} PEREMENNOJ t. sTEPENX DZETA-FUNKCII (STEPENX ^ISLITELQ MINUS STEPENX ZNAME- NATELQ) RAWNA “JLEROWOJ HARAKTERISTIKE χ(Z) PROSTRANSTWA Z. dZETA-FUNKCIQ PREOBRAZOWANIQ MONODROMII h : Vσ → Vσ BUDEM NAZYWATX DZETA-FUNKCIEJ SEMEJ- STWA Pσ .

dLQ SEMEJSTWA Pσ = P + σ MNOGOOBRAZIE Vσ QWLQETSQ OB]IM MNOVESTWOM UROWNQ MNOGO^LENA P , A ζP (t) = ζh(t) — DZETA-FUNKCIQ KLASSI^ESKOGO PREOBRA- ZOWANIQ MONODROMII POLINOMIALXNOJ FUNKCII P PRI OBHODE WOKRUG NULEWOGO ZNA^ENIQ. w [6] BYLA PRIWEDENA FORMULA, KOTORAQ WYRAVAET DZETA-FUNKCI@

ζ_P (t) (A TAKIM OBRAZOM I “JLEROWU HARAKTERISTIKU OB]EGO MNOVESTWA UROWNQ

MNOGO^LENA P ) W WIDE INTEGRALA PO “JLEROWOJ HARAKTERISTIKE SOOTWETSTWU@]IH LOKALXNYH DANNYH WO WSEH TO^KAH KOMPAKTIFIKACII CP^n AFFINNOGO PROSTRAN- STWA C^n . tAKAQ ”LOKALIZACIQ” OKAZYWAETSQ “FFEKTIWNOJ DLQ WY^ISLENIQ “TIH INWARIANTOW W RQDE SLU^AEW.

w NASTOQ]EJ RABOTE MY FORMULIRUEM OB]IJ PRINCIP LOKALIZACII DLQ DZE- TA-FUNKCII I EGO KONKRETIZACI@ DLQ SEMEJSTW MNOGO^LENOW. dLQ “TOGO MY OPI- SYWAEM LOKALXNYE DANNYE, SOOTWETSTWU@]IE ZADA^E WY^ISLENIQ DZETA-FUNKCII SEMEJSTWA MNOGO^LENOW. tAKOWYMI QWLQ@TSQ DEFORMACII ROSTKOW (KOMPLEKS- NO ANALITI^ESKIH) FUNKCIJ NA AFFINNOM PROSTRANSTWE C^n ILI NA AFFINNOM PROSTRANSTWE C^n S WYDELENNOJ GIPERPLOSKOSTX@ (”GRANICEJ”) C^{n−1} I IH DZETA- FUNKCII. mY PRIWODIM PRIMERY ISPOLXZOWANIQ FORMULY LOKALIZACII@

2 pRINCIP LOKALIZACII

pUSTX X — KOMPAKTNOE KOMPLEKSNO ANALITI^ESKOE PROSTRANSTWO (WOOB]E GOWO- RQ, OSOBOE) I PUSTX Y — KOMPAKTNOE KOMPLEKSNO ANALITI^ESKOE PODPROSTRAN- STWO W X. pUSTX L — LINEJNOE RASSLOENIE NAD X I PUSTX sσ — ANALITI^ESKOE PO σ ∈ (C σ , 0) SEMEJSTWO SE^ENIJ LINEJNOGO RASSLOENIQ L. pUSTX V ⊂ X × C σ

ZADAETSQ URAWNENIEM sσ(x) = 0. oGRANI^ENIE PROEKCII p : X × C σ → C σ NA WTOROJ MNOVITELX NA DOPOLNENIE V\ (Y × C σ ) QWLQETSQ LOKALXNO TRIWIALXNYM RASSLOENIEM NAD PROKOLOTOJ OKRESTNOSTX@ NA^ALA KOORDINAT W C σ : [1]. dLQ DOSTATO^NO MALOGO σ ≠ 0 OBOZNA^IM ^EREZ Vσ SLOJ p^{−1}(σ) ∩ (V\ (Y × C σ )) “TOGO RASSLOENIQ (NULEWOE MNOVESTWO UROWNQ W X \ Y OB]EGO SE^ENIQ IZ SEMEJSTWA) I PUSTX h : Vσ → Vσ — PREOBRAZOWANIE MONODROMII “TOGO RASSLOENIQ (ONO OPRE- DELENO KORREKTNO S TO^NOSTX@ DO IZOTOPII). pUSTX ζs_σ (t) — DZETA-FUNKCIQ PREOBRAZOWANIQ MONODROMII h.

oPI[EM LOKALXNYE ANALOGI “TIH OB˙EKTOW. zAMETIM, ^TO NAD OKRESTNOSTX@ TO^KI LINEJNOE RASSLOENIE TRIWIALXNO I PO“TOMU EGO SE^ENIQ MOGUT RASSMATRI- WATXSQ KAK FUNKCII. pUSTX (X, x0) ⊂ (C^N , x0) — ROSTOKKOMPLEKSNO ANALITI^E- SKOGO PROSTRANSTWA, A (Y, x0) — EGO PODPROSTRANSTWO (WOZMOVNO PUSTOE). pUSTX

s_σ — ANALITI^ESKAQ PO σ ∈ (C_σ , 0) DEFORMACIQ ROSTKA s FUNKCII NA (X, x_0),

T.E. sσ = S(·, σ), GDE S — ROSTOK GOLOMORFNOJ FUNKCII NA (X × C σ , (x0, 0) ),

s_0 = s. pUSTX V_{x0} ⊂ (X × C_σ , (x_0, 0) ) — ROSTOK PODPROSTRANSTWA, ZADAWAEMYJ

URAWNENIEM sσ(x) = 0. pUSTX POLOVITELXNOE ε STOLX MALO, ^TO WSE STRATY STRA- TIFIKACII uITNI PARY (X, {s = 0}) TRANSWERSALXNY SFERE Sε′ (x0) RADIUSA ε^′ S CENTROM W TO^KE x0 W C^N DLQ L@BOGO POLOVITELXNOGO ε^′ ≤ ε. pUSTX Bε(x0) — [AR RADIUSA ε S CENTROM W TO^KE x0. oGRANI^ENIE PROEKCII X × C σ → C σ NA WTOROJ SOMNOVITELX NA DOPOLNENIE (Vx_0 ∩ (Bε(x0) × C σ )) \ (Y × C σ ) QWLQETSQ LO- KALXNO TRIWIALXNYM RASSLOENIEM NAD PROKOLOTOJ OKRESTNOSTX@ NULQ W C σ : [7]. pUSTX Vσ,x_0 I ζs_σ (t) — SLOJ (LOKLXNOE MNOVESTWO NULEWOGO UROWNQ W (X \ Y, 0) OB]EJ FUNKCII SEMEJSTWA) I DZETA-FUNKCIQ PREOBRAZOWANIQ MONODROMII “TOGO RASSLOENIQ.

dLQ KONSTRUKTIWNOJ FUNKCII Ψ NA KONSTRUKTIWNOM MNOVESTWE Z SO ZNA- ^ENIQMI W ABELEWOJ GRUPPE A OPREDELENO PONQTIE INTEGRALA^∫_Z Ψdχ FUNKCII Ψ PO MNOVESTWU Z PO OTNO[ENI@ K “JLEROWOJ HARAKTERISTIKE (SM., NAPRIMER,

[12]). nAPRIMER, ESLI A — MULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA NENULEWYH RACIONALX-

NYH FUNKCIJ PEREMENNOJ t, A Z =^⋃ Ξ — KONE^NAQ STRATIFIKACIQ MNOVESTWA Z (BEZ KAKIH-LIBO USLOWIJ REGULQRNOSTI), TAKAQ ^TO FUNKCIQ Ψx = Ψ(x) ODNA I TA VE DLQ WSEH TO^EK x KAVDOGO STRATA Ξ I RAWNA ΨΞ DLQ NIH, TO PO OPREDELENI@ ∫ Z Ψdχ = ∏ Ξ (Ψ_Ξ(t))^{χ(Ξ)} .

tEOREMA 1 iMEEM

ζ_{sσ} (t) = ∫ {x∈X:s(x)=0} ζ_{sσ,x} (t)dχ, I PO“TOMU

χ(V_σ) = ∫ {x∈X:s(x)=0} χ(V_{σ,x})dχ.

dOKAZATELXSTWO. mOVNO PREDPOLAGATX, ^TO PREOBRAZOWANIE MONODROMII h SO-

GLASOWANO S (NEKOTOROJ) STRATIFIKACIEJ uITNI PARY (X, Y ) (T.E. SOHRANQET EE STRATY). w SWQZI S MULXTIPLIKATIWNOSTX@ DZETA FUNKCII DOSTATO^NO DOKAZATX UTWERVDENIE TOLXKO DLQ ODNOGO STRATA. iSPOLXZUQ INDUKCI@, MOVNO PREDPO- LAGATX, ^TO UTWERVDENIE UVE DOKAZANO DLQ STRATOW MENX[EJ RAZMERNOSTI. rAZ- RE[AQ OSOBENNOSTI PROSTRANSTWA, MY SWODIM ZADA^U K SLU^A@ NEOSOBOGO X. w “TOJ SITUACII DOKAZATELXSTWO PRAKTI^ESKI SOWPADAET S PRIWEDENNYM W [5]. 2 zAME^ANIE. —TO UTWERVDENIE MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK OBOB]ENIE PRINCI- POW LOKALIZACII, SFORMULIROWANNYH DLQ ^ASTNYH SLU^AEW, W ^ASTNOSTI, W [5, 6]. oNO MOVET BYTX TAKVE WYWEDENO IZ OB]IH UTWERVDENIJ, OPISANNYH W [4].

3 lOKALIZACIQ DLQ SEMEJSTW MNOGO^LENOW

pUSTX Pσ — ANALITI^ESKOE PO σ ∈ (C σ , 0) SEMEJSTWO MNOGO^LENOW I PUSTX d — STEPENX OB]EGO MNOGO^LENA SEMEJSTWA (T.E. — STEPENX MNOGO^LENA Pσ DLQ DOSTA- TO^NO MALOGO σ ≠ 0; deg P0 ≤ d). pUSTX X = CP^n — (STANDARTNAQ) KOMPAKTI- FIKACIQ AFFINNOGO PROSTRANSTWA C^n I PUSTX Y = CP^{n−1}_∞ — EGO BESKONE^NO UDA- LENNAQ GIPERPLOSKOSTX. sEMEJSTWO MNOGO^LENOW Pσ MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK SEMEJSTWO SE^ENIJ LINEJNOGO RASSLOENIQ O(−d) NAD PROEKTIWNYM PROSTRAN- STWOM CP^n (ESLI STEPENX MNOGO^LENA P0 MENX[E d, TO SOOTWETSTWU@]EE SE^ENIE OBRA]AETSQ W NULX NA WSEJ BESKONE^NO UDALENNOJ GIPERPLOSKOSTI CP^{n−1}_∞ ).

tAKIM OBRAZOM, MY NAHODIMSQ W SITUACII, OPISANNOJ W PREDYDU]EM RAZ- DELE. dLQ TO^KI x ∈ CP^{n−1}_∞ ⊂ CP^n OBOZNA^IM ^EREZ pσ,x ROSTOK GOLOMORFNOJ FUNKCII (SE^ENIQ) Pσ W “TOJ TO^KE (W DEJSTWITELXNOSTI W AFFINNOJ KARTE pσ,x QWLQETSQ MNOGO^LENOM), PUSTX p̂σ,x = pσ,x_{|(}CPn−1_{∞ ,x)} : (CP^{n−1}_∞ , x) → C I^^ζp_σ,x(t) := ζ_{pσ,x}(t)/ζ_{p̂σ,x}(t). pUSTX TAKVE χ̂({p_{σ,x} = 0}) := χ({p_{σ,x} = 0}) − χ({p̂_{σ,x} = 0}). pUSTX^~Pσ(x0, x1, . . . , xn) — ODNORODNYJ MNOGO^LEN STEPENI d, SOOTWETSTWU@]IJ MNOGO^LENU Pσ (x1, . . . , xn):

~P_σ (x_0, x_1, . . . , x_n) = x^d_0P_σ ( x_1

x_0 , . . . , x_n x_0 ) (ESLI deg P0 < d, TO MNOGO^LEN^~P0 NE QWLQETSQ OBY^NYM ODNORODNYM MNOGO- ^LENOM, SOOTWETSTWU@]IM MNOGO^LENU P0, A OTLI^AETSQ OT NEGO MNOVITELEM x^{d−deg P0} 0 ). tEOREMA 1 DAET SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

tEOREMA 2 iMEET MESTO FORMULA

ζ_{Pσ} (t) = ∫ {x∈Cn:P0(x)=0}^{ζPσ,x (t)dχ ·} ∫ {x∈CP^{n−1}∞ : ~P0(x)=0}^{ζ̂pσ,x (t)dχ} I PO“TOMU

χ(V_σ) = ∫ {x∈Cn:P0(x)=0}^{χ(Vσ,x)dχ +} ∫ {x∈CP^{n−1}∞ : ~P0(x)=0}^{χ̂({pσ,x = 0})dχ.}

zAME^ANIQ. 1. eSLI deg P0 = d0 < d, TO {x ∈ CP^{n−1}_∞ :^~P0(x) = 0} = CP^{n−1}_∞ I OB]EJ TO^KE BESKONE^NO UDALENNOJ GIPERPLOSKOSTI CP^{n−1}_∞ IMEEM^~ζp_{σ,x} (t) = 1 − t^{d−d0} , ~χ({p_{σ,x} = 0}_x = d − d_0. 2. tEOREMA 2 SWODIT WY^ISLENIE DZETA-FUNKCII SEMEJSTWA MNOGO^LENOW K WY^I- SLENI@ DZETA-FUNKCIJ SEMEJSTW GOLOMORFNYH ROSTKOW. iNTERESNYM ^ASTNYM SLU^AEM QWLQ@TSQ LINEJNYE SEMEJSTWA MNOGO^LENOW I SOOTWETSTWENNO LINEJNY- E SEMEJSTWA GOLOMORFNYH ROSTKOW. w NESKOLXKO DRUGIH TERMINAH “TOT SLU^AJ RASSMATRIWALSQ W RAMKAH IZU^ENIQ MEROMORFNYH ROSTKOW, PREDNAZNA^ENNOGO DLQ ISSLEDOWANIQ POLINOMIALXNYH OTOBRAVENIJ: [2, 6]. pUSTX sσ = f + σg — LINEJNOE SEMEJSTWO GOLOMORFNYH ROSTKOW (SEMEJSTWO NULEWYH MNOVESTW UROW- NQ ROSTKOW sσ QWLQETSQ PU^KOM). tOGDA S TO^NOSTX@ DO MNOVESTWA NEOPREDE- LENNOSTI {f = g = 0} OB]EE LOKALXNOE MNOVESTWO UROWNQ I PREOBRAZOWANIE MONODROMII SEMEJSTWA sσ SOWPADAET S NULEWYM SLOEM mILNORA M^0_φ I S SOOT- WETSTWU@]IM PREOBRAZOWANIEM MONODROMII h^0_φ MEROMORFNOGO ROSTKA φ =^f_g , OPREDELENNYM W [5]. eSLI g(0) ≠ 0, TO MNOVESTWO NEOPREDELENNOSTI PUSTO I UKAZANNYE OB˙EKTY SOWPADA@T (I SOWPADA@T S OBY^NYM SLOEM mILNORA ROSTKA f I S EGO PREOBRAZOWANIEM KLASSI^ESKOJ MONODROMII). eSLI f(0) = g(0) = 0, TO MNOVESTWO NEOPREDELENNOSTI (LOKALXNO) STQGIWAEMO I PREOBRAZOWANIE MONODRO- MII MOVET BYTX WYBRANO TOVDESTWENNYM NA NEM. pO“TOMU χ(Vσ,0) = χ(M^0_φ)+1,

ζ_{sσ,0}(t) = ζ^0_φ(t)(1 − t). —TO POZWOLQET PRIMENQTX METODY, RAZRABOTANNYE DLQ

MEROMORFNYH ROSTKOW, K LINEJNYM SEMEJSTWAM GOLOMORFNYH ROSTKOW. w ^AST- NOSTI, IMEETSQ FORMULA TIPA wAR^ENKO, WYRAVA@]AQ DZETA-FUNKCI@ ζ^0_φ(t) W TERMINAH DIAGRAMM nX@TONA ROSTKOW f I g (W SLU^AE, KOGDA MEROMORFNYJ ROS- TOK φ NEWYROVDEN PO OTNO[ENI@ K PARE DIAGRAMM nX@TONA): [2]. 3. pREDPOLOVIM, ^TO Pσ (x) = f(x)+σgd(x), GDE f — MNOGO^LEN STEPENI d, TAKOJ ^TO PROEKTIWNOE ZAMYKANIE L@BOGO SLOQ ROSTKA f I EGO PERESE^ENIE S BESKONE^NO UDALENNOJ GIPERPLOSKOSTX@ IME@T IZOLIROWANNYE OSOBENNOSTI (W DEJSTWITELX- NOSTI — IZOLIROWANNYE KRAEWYE OSOBENNOSTI), A g QWLQETSQ DOSTATO^NO OB]IM ODNORODNYM MNOGO^LENOM STEPENI d, TAKIM ^TO KOMPAKTIFIKACII SLOEW MNOGO- ^LENOW TRANSWERSALXNO PERESEKA@T BESKONE^NO UDALENNU@ GIPERPLOSKOSTX PRI

σ ≠ 0 (NAPRIMER, g = ℓ^d DLQ OB]EJ LINEJNOJ FUNKCII ℓ). w [10, RAZDEL 7]

POKAZANO, ^TO DZETA-FUNKCIQ “TOJ DEFORMACII RAWNA

ζ_{Pσ} (t) = (1 − t)^{χ(V0)} ∏ ζ_{Zi} (t) GDE V0 — SLOJ {f = 0} (PREDPOLAGAEMYJ GLADKIM), A ζZ_i — DZETA-FUNKCII PRE- OBRAZOWANIJ MONODROMII UKAZANNYH WY[E KRAEWYH OSOBENNOSTEJ. —TA FORMULA QWLQETSQ NEPOSREDSTWENNYM SLEDSTWIEM tEOREMY 2.

4 Examples

1. pUSTX Pσ (x, y) = x^{d0} + σ(x^d + y^d) (n=2). iME@TSQ 3 RAZLI^NYH SLU^AQ.

1) d_0 > d. w “TOM SLU^AE { ~P_0 = 0} ⊂ CP^2 QWLQETSQ ZAMYKANIEM PRQMOJ {x = 0}.

nA NEM IME@TSQ 3 TIPA TO^EK:

a) nA^ALO KOORDINAT 0 = (0, 0). fORMULA TIPA wAR^ENKO DAET

ζ_{Pσ,0} (t) = (1 − t)(1 − t^{d0−d})^{1−d}.

b) dRUGIE TO^KI AFFINNOJ PRQMOJ {x = 0}, T.E. y ≠ 0. dLQ TAKIH TO^EK IMEEM

ζ_{Pσ,x} (t) = (1 − t^{d0} ). oDNAKO, “JLEROWA HARAKTERISTIKA MNOVESTWA “TIH TO^EK

RAWNA NUL@ I PO“TOMU “TOT STRAT NE WNOSIT WKLAD W ζP_σ (t). c) bESKONE^NO UDALENNAQ TO^KA PRQMOJ {x = 0}. lEGKO WIDETX, ^TO^~ζp_{σ,x} (t) = 1.

iNTEGRIRUQ “TI LOKALXNYE DANNYE, POLU^AEM

ζ_{Pσ} (t) = (1 − t)(1 − t^{d0−d})^{1−d}.

mOVNO SKAZATX, ^TO “TA DZETA-FUNKCIQ PO SUTI PROISHODIT IZ NA^ALA KOORDINAT W C^2 ._{2) d}

0 = d. —TOT SLU^AJ NEINTERESEN: PROSTYE WY^ISLENIQ (ILI RASSMOTRENIQ)

DA@T ζP_σ (t) = (1 − t).

3) d_0 < d. w “TOM SLU^AE { ~P_0 = 0} ⊂ CP^2 QWLQETSQ OB˙EDINENIEM PRQMOJ {x = 0}

W AFFINNOJ PLOSKOSTI I BESKONE^NO UDALENNOJ PRQMOJ CP^1_∞. nA NEM IME@TSQ 5 TIPOW TO^EK:

a) nA^ALO KOORDINAT 0 = (0, 0). iMEEM (NAPRIMER, IZ FORMULY TIPA wAR^ENKO)

ζ_{Pσ,0} (t) = (1 − t).

b) dRUGIE TO^KI AFFINNOJ PRQMOJ {x = 0}. oPQTX ζP_{σ,x} (t) = (1 − t^{d0} ), NO “JLE- ROWA HARAKTERISTIKA “TOGO STRATA RAWNA NUL@. c) bESKONE^NO UDALENNAQ TO^KA PRQMOJ {x = 0}:^~ζp_{σ,x} (t) = 1. d) tO^KI PERESE^ENIQ BESKONE^NO UDALENNOJ PRQMOJ CP^1_∞ S ZAMYKANIEM KRIWOJ

{x^d + y^d = 0}; IMEETSQ d TAKIH TO^EK. nETRUDNO WIDETX, ^TO DLQ NIH ~ζ_{pσ,x} (t) = 1.

e) nAKONEC, IME@TSQ WSE OSTALXNYE (OB]EGO POLOVENIQ) TO^KI BESKONE^NO UDA- LENNOJ PRQMOJ. —JLEROWA HARAKTERISTIKA “TOGO STRATA RAWNA 2−(1+d) = 1−d. kAK BYLO OB˙QSNENO W pAME^ANII W KONCU RAZDELA 3,^~ζp_{σ,x} (t) = 1 − d^{d−d0} .

iNTEGRIRUQ “TI LOKALXNYE DANNYE, POLU^AEM

ζ_{Pσ} (t) = (1 − t)(1 − t^{d−d0} )^{1−d}

(PO^TI KAK W SLU^AE 1). mOVNO SKAZATX, ^TO “TA DZETA-FUNKCIQ PO SUTI PROIS- HODIT IZ OTKRYTOGO STRATA BESKONE^NO UDALENNOJ PRQMOJ.

2. pUSTX Pσ (x1, x2, x3) = x^4_1 + x^3_2 + x^2_3 + σx^4_2 (W “TOM PRIMERE NABL@DA@TSQ NEKOTORYE SPECIALXNYE IZMENENIQ POWEDENIQ NA BESKONE^NOSTI). pROEKTIW- NOE MNOGOOBRAZIE {^~P0 = 0} ⊂ CP^3 PERESEKAET BESKONE^NO UDALENNU@ PLOSKOSTX

           -

    6

   �
  �
�

p r p

p p p p p p r b p p p r p PPPPP � � �”””” ””” ”_{k2}

k_1 k_0

ζ3(t) = (1 − t4)2

ζ2(t) = 1 − t2

ζ1(t) = 1

rISUNOK 1: dAGRAMMY dYNKINA SLAGAEMYH, SOOTWETSTWU@]IH DEFORMACII W TO^KE (0 : 0 : 0 : 1) (POME^ENY • I ∘ SOOTWETSTWENNO).

CP^2_∞ = {x0 = 0} WDOLX PRQMOJ {x1 = 0} I SOSTOIT IZ SLEDU@]IH (GLADKIH) STRATOW.

a) nA^ALO KOORDINAT {0} W C^3 . w NEJ MY IMEEM “KWISINGULQRNU@ DEFORMACI@ OSOBENNOSTI POWERHNOSTI E6 I PO“TOMU ζP_σ ,0(t) = 1 − t.

b) mNOVESTWO {P0 = 0}\{0}. wO WSEH TO^KAH x “TOGO STRATA IMEEM ζP_σ ,x(t) = 1−t, ODNAKO “JLEROWA HARAKTERISTIKA SAMOGO STRATA RAWNA NUL@ I PO“TOMU ON NE WNO- SIT WKLAD W DZETA-FUNKCI@ SEMEJSTWA Pσ .

c) ”wYDELENNAQ TO^KA” (0 : 0 : 0 : 1) NA BESKONE^NO UDALENNOJ PROEKTIWNOJ

PRQMOJ {x0 = x1 = 0}. s POMO]X@ FORMULY TIPA wAR^ENKO ([2]; see Fig. 1) POLU^AEM DLQ “TOJ TO^KI ζP_σ,x(t) =^{(1−t4)2}_{1−t2} .

d) aFFINNAQ PRQMAQ {x0 = x1 = 0}\{(0 : 0 : 0 : 1)}. eE “JLEROWA HARAKTERISTIKA RAWNA 1. w EE TO^KAH MNOGOOBRAZIE^~P0(0) = 0 NEOSOBO, ODNAKO, EGO PERESE^ENIE S BESKONE^NO UDALENNOJ PLOSKOSTX@ SOSTOIT IZ PRQMOJ KRATNOSTI 4, KOTORAQ PRI

σ ≠ 0 RAS]EPLQETSQ NA 4 RAZLI^NYE PRQMYE, PESEKA@]IE DRUG DRUGA W TO^KE (0 : 0 : 0 : 1). pO“TOMU DLQ TO^EK “TOGO STRATA IMEEM ζ_{Pσ,x}(t) =^{1−t}_{1−t4} .

sOBIRAQ WMESTE WSE “TI LOKALXNYE DANNYE, POLU^AEM ζP_σ (t) =^{(1−t4)(1−t)2}_{1−t2} . 3. pUSTX Pσ (x) = fd_0 (x)+σgd(x), GDE x = (x1, ..., xn) ∈ C^n , fd_0 — NEWYROVDENNYJ ODNORODNYJ MNOGO^LEN STEPENI d0 (T.E. ON IMEET IZOLIROWANNU@ KRITI^ESKU@ TO^KU W NA^ALE KOORDINAT), gd — ODNORODNYJ MNOGO^LEN STEPENI d OB]EGO PO- LOVENIQ, T.E. MNOGO^LEN gd NEWYROVDEN I GIPERPOWERHNOSTI {fd_0=0} I {gd = 0} W CP^{n−1}_∞ PERESEKA@TSQ TRANSWERSALXNO.

1) d_0 > d. w MNOVESTWE { ~P_0 = 0} ⊂ CP^n IME@TSQ 3 TIPA TO^EK:

a) nA^ALO KOORDINAT W C^n . fORMULA TIPA wAR^ENKO DAET

ζ_{Pσ ,0}(t) = (1 − t) · ( 1 − t^{d0−d} )_{(−1)}n−1_{((d0−1)}n_{−(d−1)}n_{)/(d0−d)} . b) dRUGIE TO^KI GIPERPOWERHNOSTI {P0 = 0} W AFFINNOM PROSTRANSTWE C^n . dLQ “TIH TO^EK ζP_σ,x(t) = (1 − t). “JLEROWA HARAKTERISTIKA MNOVESTWA “TIH TO^EK RAWNA NUL@.

c) bESKONE^NO UDALENNYE TO^KI MNOVESTWA {^~P0 = 0}, T.E. TO^KI IZ {fd_0=0} ⊂ CP^{n−1}_∞ . dLQ “TIH TO^EK IMEEM^^ζp_σ,x(t) = 1. sOBIRAQ WMESTE LOKALXNYE DANNYE, POLU^AEM

ζ_{Pσ} (t) = ζ_{Pσ ,0}(t) = (1 − t) · ( 1 − t^{d0−d} )_{(−1)}n−1_{((d0−1)}n_{−(d−1)}n_{)/(d0−d)} . 2) d_0 = d. o^EWIDNO, ^TO ζ_{Pσ} (t) = 1 − t.

3) d_0 < d. mNOVESTWO { ~P_0 = 0} QWLQETSQ OB˙EDINENIEM {x ∈ C^n : P_0 = 0}∪CP^{n−1}_∞ .

a) dLQ WSEH TO^EK MNOVESTWA {x ∈ C^n : P0 = 0} IMEEM ζP_σ,x(t) = (1−t). —JLEROWA HARAKTERISTIKA “TOGO MNOVESTWA RAWNA 1.

b) w TO^KAH MNOVESTWA {fd_0 = 0} ⊂ CP^{n−1}_∞ I W TO^KAH MNOVESTWA {gd = 0} ⊂ CP^{n−1}_∞ IMEEM^^ζp_σ,x(t) = 1.

c) w TO^KAH DOPOLNENIQ CP^{n−1}_∞ \ ({fd_0 = 0} ∪ {gd = 0}) IMEEM^^ζp_σ,x(t) = 1 −

t^{d−d0} . —JLEROWA HARAKTERISTIKA “TOGO MNOVESTWA RAWNA (−1)^{n−1}((d − 1)^n − (d_0 − 1)^n)/(d − d_0).

sOBIRAQ WMESTE LOKALXNYE DANNYE, POLU^AEM

ζ_{Pσ} (t) = (1 − t) · ( 1 − t^{d−d0} )_{(−1)}n−1_{((d−1)}n_{−(d0−1)}n_{)/(d−d0)} . hOTQ DLQ d0 > d I d0 < d OTWETY POHOVI, KAK I W pRIMERE 1 MOVNO SKAZATX, ^TO ”PROISHOVDENIE” DZETA FUNKCII (I/ILI IS^EZA@]IH CIKLOW) W “TIH SLU^AQH RAZLI^NO: NA^ALO KOORDINAT W C^n I BESKONE^NO UDALENNAQ GIPERPLOSKOSTX CP^{n−1}_∞ SOOTWETSTWENNO.

4. pUSTX Pσ (x) = fd_0 (x) + σ(ℓ(x))^d, GDE x = (x1, ..., xn) ∈ C^n , fd_0 — NEWYROVDEN- NYJ ODNORODNYJ MNOGO^LEN STEPENI d0, ℓ — (ODNORODNAQ) LINEJNAQ FUNKCIQ OB]EGO POLOVENIQ, T.E. GIPERPOWERHNOSTI {fd_0=0} I {ℓ = 0} W CP^{n−1}_∞ PERESE- KA@TSQ TRANSWERSALXNO. rASSMOTRENIQ, PODOBNYE PRIWEDENNYM W pRIMERE 3, DA@T:

ζ_{Pσ} (t) =

(1 − t) · (1 − t^{d0−d})^{(1−d0)n−1} DLQ d_0 > d, 1 − t DLQ d_0 = d,

(1 − t) · (1 − t^{d−d0} )^{(1−d0)n−1} DLQ d > d_0.

sPISOK LITERATURY

[1] a. n. wAR^ENKO. tEOREMY TOPOLOGI^ESKOJ “KWISINGULQRNOSTI SEMEJSTW AL- GEBRAI^ESKIH MNOGOOBRAZIJ I SEMEJSTW POLINOMIALXNYH OTOBRAVENIJ. iZW. an sssr, SER. MATEM. 36 (1972), WYP.5, 957–1019.

[2] s. m. gUSEJN-zADE, i. lUENGO, a. mELXE–—RNANDEZ. dZETA–FUNKCII ROSTKOW MEROMORFNYH FUNKCIJ I DIAGRAMMA nX@TONA. fUNKCIONALXNYJ ANALIZ I EGO PRILOVENIQ, 1998, 32 (1998), WYP.2, 26–35.

[3] S. A. Broughton. On the topology of polynomial hypersurfaces. Proceedings A.M.S. Symp. in Pure. Math., vol. 40, I (1983), 165–178.

[4] A. Dimca. Sheaves in topology. Universitext. Springer-Verlag, Berlin, 2004.

[5] S. M. Gusein-Zade, I. Luengo, A. Melle-Hernández. Partial resolutions and the zeta-function of a singularity. Comment. Math. Helv. 72 (1997), no.2, 244–256.

[6] S. M. Gusein-Zade, I. Luengo, A. Melle-Hernández. On the zeta-function of a polynomial at infinity. Bull. Sci. Math. 124 (2000), no.3, 213–224.

[7] Lê Dũng Tráng. Some remarks on relative monodromy. In: Real and complex singularities, Oslo, 1976, Sijthoff and Noordhoff, Alphen a.d. Rijn, 1977, pp.397–403.

[8] A. Parusiński. On the bifurcation set of complex polynomial with isolated singularities at infinity. Compositio Math. 97 (1995), no.3, 369–384.

[9] D. Siersma, M. Tibăr. Singularities at infinity and their vanishing cycles. Duke Math. Journal, 80 (1995), no.3, 771–783.

[10] D. Siersma, M. Tibăr. Deformations of polynomials, boundary singularities and monodromy. Mosc. Math. J. 3 (2003), no.2, 661–679.

[11] D. Siersma, M. Tibăr. Singularity exchange at infinity. Preprint math.AG/0401396.

[12] O. Y. Viro. Some integral calculus based on Euler characteristic. In: Topology and Geometry – Rohlin seminar. Lecture Notes in Math. 1346, Springer, Berlin–Heidelberg–New-York, 1988, pp.127–138.

mOSKOWSKIJ gOSUDARSTWENNYJ uNIWERSITET, MEHANIKO-MATEMATI^ESKIJ FAKULX- TET wOROBXEWY gORY, mOSKWA, 119992, rOSSIQ

E-mail: sabir@mccme.ru

Universiteit Utrechts, Mathematisch Instituut P.O.Box 80.010, 3508 TA Utrecht, The Netherlands E-mail: siersma@math.uu.nl