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fila,b] = R
Benader f door ‘eenvoudige’ functies

Voorbeelden eenvoudige functies.
1. Polynomen (lineaire combinaties van z%).

Eigenschappen eenvoudige functies.

1. Efficient te evalueren

2. Efficiént op te slaan (~ compressie)

3. Gemakkelijk mee te manipuleren (p’, [p, ...)

— basis voor algorithmes voor ingewikkeldere problemen
— te gebruiken in analyse



p(x) = apg+ a1z + asz?+ ...+ ozkmk polynoom graad < k.

Evaluatie: schema van Horner. Evalueer p in x volgens

SO:O%’
voor j =1,2,...,k
Sj=oap_j T 5j_1*%x

Kost 2k flop (floating point operaties): kx en k+.

Vb. p(z) =3+ 2z + 722 + 423;
Horner: p(x) =3+ (24 (7 4 4x)x)x

Variant:

p(x) =34+2(x—-1)4+7(z—1D)(x—7)+9(x—-1)(x —m)x
Horner: p(z) =34+ 24+ (7 4+ 92)(x —7))(xz — 1)



Interpolatie

($0,$1,$2,...,$k) rU in [Cl,,b].
Terminolgie. p = f op (zg,..., )
als voor 1 =0,...,k

p(x;) = f(=;),
p'(x;) = f'(x;) als x;_1 = x;
p"(z;) = (=) als x;_0 =x;_1 = x;

Voorbeeld. p= f op (4,0,0,0,1) als

p(0) = f(0), p'(0) = f'(0), p"(0) = f"(0),
p(3) = f(3), (1) = f(1).

Definitie. Een polynoom p interpoleert f op (zg,...

als graad(p) <k enp=f op (zg,...,TL).



Interpolatie

(zo,z1,@2,...,2k) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
P — f op (ajOawla"'axk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(@) = p(o) = (=m0l ge o= ) (6)

voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.



Interpolatie

(g, x1,T2,...,7) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p:f op (ajOawla"'axk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(@) = pl) = E=20)rfe =) (1) (¢)

voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Voorbeeld. zg =21 =20 = ... =25, = 0:
p is het Taylor pol. f(0)+zf'(0)+ ...+ £ f™(0).

f(@) = pla) = Ergr FOHD©)




Interpolatie

(g, x1,T2,...,7) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p:f op (ajOawla"'axk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(@) = pl) = E=20)rfe =) (1) (¢)

voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Voorbeeld. zg =21 =20 = ... =25, = 0:
p is het Taylor pol. f(0)+zf'(0)+ ...+ £ f™(0).

f(@) = pla) = Ergr FOHD©)
Lagrange: z; = x; als i # j




Interpolatie

(zo,z1,@2,...,2k) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
P — f op (wOawlwuaxk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(@) = pl) = E=20)rfe =) (1) (¢)

voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Voorbeeld. zg =21 =20 = ... =25, = 0:
p is het Taylor pol. f(0)+zf'(0)+ ...+ £ f™(0).

f(@) = pla) = Ergr FOHD©)
Lagrange: z; = x; als i # j

Hermite: iedere i, er is precies een j 71 met z; = x;.



Interpolatie

(zo,z1,@2,...,2k) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
P — f op (ajOawla"'axk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(@) = p(o) = (=m0l ge o= ) (6)

voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Bewijs. Bestaan in geval z; # z; als i # j (inductie):
pg—1 = f op (z0,...,zk_1) 9graad(pg_1) <k —1.

p(z) = pp(z) = pp—1(2) + oz —zo)(z —21) ... (& — zf_1)
Dan p=f op (xg,...,Tp_1).

Pas a aan zodat f(xr) = p(xy).




Interpolatie

(zo,x1,T2,...,x) rijin [a,b].
Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p=f op (xg,x1,...,TL)
Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan
f(z) — p(x) = (fﬁ—wo)(aﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(k+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Bewijs. Uniciteit:

Als p=q op (zg,...,xr) and p, q pol. graad <k
dan p—q=0 op (zg,...,TL).
Hoofdstelling Algebra:

p(z) — q(z) = B(z — zo)(z — z1) ... (z — =)
Omdat p — g graad < k moet 8 = 0.



Interpolatie

(zo,z1,@2,...,2k) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
P — f op (anwlau'awk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(z) —p(z) = (fﬁ—wo)(ffﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(k+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.
Bewijs. Foutvoorstelling: p = f op (xq,...,zt).

p(z) = pp—1(z) +alz —z0) ... (¢ —zp_1)
k maal Rolle:

(f —p)E) (&) = 0 zekere £ tussen zq, 27 ... , L.
(f =)&) = FFI () — akl.
Dus o= %



Interpolatie

(zo,z1,@2,...,2k) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
P — f op (anwlau'awk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(z) —p(z) = (fﬁ—wo)(ffﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(k+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.
Bewijs. Foutvoorstelling: p = f op (xq,...,zt).

p(z) = pp—1(z) +alz —z0) ... (¢ —zp_1)
k maal Rolle:

(f —p)F)(¢) = 0 zekere £ tussen zg,x1 ...,z
(f =p)P(&) = fP(&) — ak!.
Dus f(zy) — p_1(e) = Loy — 20) ... (a5 — w_1)



Interpolatie

(g, x1,T2,...,7) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p:f op (anwlau'awk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(z) —p(z) = (fﬁ—wo)(ffﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(k+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.
Bewijs. Foutvoorstelling: p = f op (xq,...,zt).

p(z) = pp—1(z) +alz —z0) ... (¢ —zp_1)
k maal Rolle:

f(k>(€) (z, — 0) .

f(xg) — pp—1(xg) = (T — 1)

(k)
F@) —pp_1() =1 <€><y 20) .- (y — Tp_1)
ook goed voor k ipv k—1 en x ipv y.



Interpolatie

(zo,x1,T2,...,x) rijin [a,b].
Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p=f op (xg,x1,...,TL)
Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan
f(z) — p(x) = (fﬁ—wo)(aﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(k+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Notatie. Laat a = f[xq,...,x;] de leidende coé&fficiént zijn
van het het interpolatie polynoom p voor f op (zg,x1,-..,Tg).

flz, .. zg] — flzo, ..y 1]
Ll — X0 .
flzo, ... 25l = 5 fF)(€) voor zekere ¢ tussen zo, ...,z

Stelling. flxq,...,x;] =



Interpolatie

(zo,x1,T2,...,x) rijin [a,b].
Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p=f op (xg,x1,...,TL)
Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan
f(z) — p(x) = (fﬁ—wo)(aﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(k+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Notatie. Laat a = f[xq,...,x;] de leidende coé&fficiént zijn
van het het interpolatie polynoom p voor f op (zg,x1,-..,Tg).

flz, .. zg] — flzo, ..y 1]
Ll — X0 .
flzo, ... 25l = 5 fF)(€) voor zekere ¢ tussen zo, ...,z

Stelling. flxq,...,x;] =

VVoorbeeld. f[xo, o, XQ, 330] = %f(?’) (ajo)



Interpolatie

(g, x1,T2,...,7) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p:f op (ajOawla"'axk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(z) —p(z) = (fﬁ—wo)(aﬁ—xl)---(fﬁ—wk)f(k:—l—l)(5)

(E+1)!
voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.
Opmerking. De grootheid
FEHD ()
(k+1)!

in de foutvoorstelling kan geschat worden door

flyosv1,-- s yga1] voor y; =z,
voor verschillende ig (bv, ig = —-2,—1,0,+1).



Interpolatie

(g, x1,T2,...,7) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. < k zodat
p:f op (ajOawla"'axk)

Als f k4 1 maal continu differentieerbaar is op [a, b] dan

f(@) = p(o) = (=m0l ge o= ) (6)

voor zekere £ tussen zg,x1,...,TL €N x.

Evaluatie. p(z) = pi_1(x) + a(z —xg) ... (x — xp_1)

f[mla"'axk] _f[ann'axk—l]
Ll — X0

o = flzo, - o] =



Evaluatie

flzol = f(z0)
f[xC))xl) IR 7ajk] - f[CB]_, IR 7xkaxk—l—1]
L0 — k41

f[x07w17 SR 7xkaxk—|-1] =

xo — f(zo0) -
1 — (1) T
zo — f(wa) ~

7 flas, 23]

z3 — f(w3)

f[:UO)'/Bl]
[ ] - f[LUO,LU]_,CCQ]

f 1, I2
- f[x17x27x3]

~
f[$07 1, T2, 2133]

p(z) = flzol + flzo,z1] (x — z0) + flzo, 71, 22] (x — 20) (= — 1)
+ flzo,z1, 22, 23] (z — o) (x — 1) (= — z2)



Evaluatie

flzol = f(z0)

_ f[wC))ml:"'axk] _f[ajla"ka)xkz—l—l]
f[x07 L1y 7xk7xk—|-l] —
Lo — Lk41

zo — f(xo0)

 flro,m)
z1 — f(z1) _ flzo, w1, @2]

 flen @] T flzo, z1, 22, 23]
x2 — f(@2) _ flzr, @2, 28]

f[$27333]

z3 — f(w3)

p(z) = flz1] + flz1,z2] (x — z1) + flzo, 21, 22] (z — x1)(z — 20)
+flro,z1, 22, 23] (z — 1) (z — 20) (= — z2)



Evaluatie

flzol = f(z0)

. f[iUO,CB]_,...,Q?k] _f[ajla"'axkaxk—l—l]
f[x07 L1y 7xkaxk—|-l] —
Lo — Lk41
zo — f(xo0) i |
o, T1
_ f(flf]_) < - f[wafclamQ] ~_

fley, w2] 7 flxo, x1, z2, 23]
r2 — f(z2) flz1, x2, z3]

f[332,333]
r3 — f(x3)

Voorbeeld. — f(0) £10,0] = lim._o =1 = f/(0)

0

0 — f(0) f[0,0,0] = lim. f[OeQe]— 1£7(0)
0 — f(0)

h — f(h)



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.

Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?

Hangt er van af wat we van f weten
en hoeveel werk we willen doen



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?

e f is bekend op t; met,voor 'n stapgrootte h > 0,
tz’—|—1 = 1; -+ h alle |.



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?

e f is bekend op t; met,voor 'n stapgrootte h > 0,
tz’—|—1 = 1; -+ h alle |.

e We willen f met zo weinig mogelijk functiewaarden
over een heel interval, zeg [—1,41], benaderen met
een fout kleiner dan, zeg 104,

We kunnen de steunpunten z; overal kiezen in [—1,41].



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.

Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?
Kies xq, ...,z uit {t;} zodat
(x —xg) - ...  (x — xp)]

minimaal is.

Zorg er voor dat z in het ‘middelste’ interval [z, z;4 1] ligt:
Als x € (t;,t;11), Kies
To =141 = tj41,22 = 11,3 = tj4 2,74 = t;_2,...

Voor motivatie: zie volgende grafieken
waarbij t; =1, (i€ Z), x € (0,1)
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We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?

Equidistant: z; = -1+ jh (j =0,...,k) met h =2/k7



Stuksgewijze polynoom benadering van graad 6
1 I I I I I I I I
O fin steunpunten
P
0.9 I — f —




Stuksgewijze polynoom benadering van graad 10

12 I I I I I I I I I
O fin steunpunten
P

— f

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Stuksgewijze polynoom benadering van graad 14
25 I I I I I I I I I

O fin steunpunten

P

— f

157

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Stuksgewijze polynoom benadering van graad 18

O fin steunpunten
— p

— f




De fout p—f

| — De fout |




We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,z; Kiezen?

Meer verdichten aan de rand: met h = 2/k

r; = sin(5(—1+ jh)) = cos(—5jh) (j =0,...,k)7



Stuksgewijze polynoom benadering van graad 18
1 I I I I I I I I
O fin steunpunten
\ P
0.9 I — f —




De fout p—f

0.03

-0.02
-0.03 [

-0.04 v

—0.05 | | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1




X 10_4 De fout p—f

— De fout |

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Hieronder f e ¢V ([-1,1])

en p; interpoleert f op (xg,x1,...,xL).

zj=-14+j2 3f p,A f =inde buurt van 1
r; =0 if  pp /A~ f =« in de buurt van 1

T = cos(%j Vf pr.— f o©0OK z in de buurt van 1

Opmerkingen:
3f zelfs 3f € () ([-1,1]).
Vf geldt niet Vf € C([—1,1])

Convergentie volgt niet uit schattingen
voor (x —xzg)...(x —x) en Fk+1) ().



Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,r1,Tp,x3: x; 7 x; VOOr i 7 j.

Definieer

(r —x1)(x — 22)(x — x3)
(zo — z1)(z0 — z2) (20 — 23)

Lo(z) =



Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,r1,Tp,x3: x; 7 x; VOOr i 7 j.

Definieer

(r —z0)(x — 22)(xz — 23)
(r1 — z2)(z1 — 22) (21 — 23)

Ll(a:) =



Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,r1,Tp,x3: x; 7 x; VOOr i 7 j.

Definieer

(r —z0)(x —x1)(z — 23)
(z2 — z0)(z2 — 1) (22 — 23)

LQ(ZIJ) =



Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,r1,Tp,x3: x; 7 x; VOOr i 7 j.

Definieer

(r —z0)(x —21)(z — x2)
(r3 — z0) (23 — 1) (23 — 22)

L3(x) =



Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,r1,Tp,x3: x; 7 x; VOOr i 7 j.

Definieer

_ (z—=z1)(z —z2)(x — z3)
Lolz) = (xo0 — z1) (2o — x2)(x0 — 23)
Dan L;j(z;) =0 alsiz*jen Lij(z;) =1.

Als p = f op (zq,x1,z2,73), dan

p(xz) = f(xzo)Lo(x) + f(z1)L1(x) + f(z2)Lo(x) + f(x3)L3(x)



Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,z1,Tp,x3: ®; 7 x; VOOr i 7 j.

Definieer

_ (z—z1)(@ —zp)(x — x3)
Fol®) = o —21) (w0 — 72) (w0 — 73)
Dan LJ(ZCZ) =0 als?# 3 en LJ(ZC]) = 1.

Als p = f op (zg,x1,22,23), dan
p(z) = f(zo)Lo(x)+ f(z1)L1(x) + f(x2) La(z) + f(z3) L3(z)
f*(z;) = f(z;) + €5 met [¢;] < e
p*(x) —p(x)| < e |L;(=)
J

Op volgende pagina’s: grafieken L; en Y ;|L;(x)| (—-—-)



interpolatie van graad 4, basisfuncties L 4 foutvergrotingsfunctie
12 T T T T T T T

_4 I ] ] ] ] ] I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
foutvergrotings factor is maximaal 5.92




interpolatie van graad 5, basisfuncties L5j, foutvergrotingsfunctie

200 T T T T T T !

_100 i ] ] ] ] ] i
0 0.5 1 15 2 2.5 3

foutvergrotings factor is maximaal 104



interpolatie van graad 5, basisfuncties L5j, foutvergrotingsfunctie
700 T

600 | J
!
I

500 - -
!
!

400 - ; I
| !

300 - 5 [
- !
) ]
200 ]
!
100 !
0
-100
-200 :
_300 ] ] ] ] ] ]
0 1 2 3 4 5 6 7
foutvergrotings factor is maximaal 268



interpolatie van graad 5, basisfuncties L5j, foutvergrotingsfunctie

'T|-'-'-|l-|—.

] ] ]
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
foutvergrotings factor is maximaal 3.1



interpolatie van graad 5, basisfuncties L5j, foutvergrotingsfunctie

5 | | | | | | | | | | |

-2 I | | | | | | | | | I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

foutvergrotings factor is maximaal 1.98



interpolatie van graad 5, basisfuncties L5j, foutvergrotingsfunctie

ST | | | | | | | | | T

-2 |: | | | | | | | | | :I
06 -04  -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

foutvergrotings factor is maximaal 1.68
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interpolatie van graad 9, basisfuncties ng, foutvergrotingsfunctie

_5I | | | | | | | | | I
-1 -08 -06 -04  -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

foutvergrotings factor is maximaal 17.6



interpolatie van graad 9, basisfuncties ng, foutvergrotingsfunctie

ol
-

Ll
-l-l-l—l—||-l—|-||

_2 I ] ] ] ] ] ] ] ] ] I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
foutvergrotings factor is maximaal 2.35




interpolatie van graad 9, basisfuncties ng, foutvergrotingsfunctie

¥

g

H

1

1

- P 1
Y \,‘ \ !ii
\’ ) \”l |I
®-

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
foutvergrotings factor is maximaal 2




interpolatie van graad 19, basisfuncties ng r foutvergrotingsfunctie
6000 T T T T T T T T

5000 H 1

1
4000 F; -

3000 }

2000

0
0
P
®
()
®

b

b
()

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
foutvergrotings factor is maximaal 5.87e+003




interpolatie van graad 19, basisfuncties L__ ., foutvergrotingsfunctie

19,

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
foutvergrotings factor is maximaal 2.82



interpolatie van graad 19, basisfuncties L__ ., foutvergrotingsfunctie

19,

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
foutvergrotings factor is maximaal 2.44



10° interpolatie van graad 29, basisfuncties ng r foutvergrotingsfunctie
X ’

3.5 T T T T T T T T T

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
foutvergrotings factor is maximaal 3.39e+006




foutvergrotingsfunctie

29,j’
I

interpolatie van graad 29, basisfuncties L

-_
|y,
-
- wm -
-
[ -
~

"Ell

_2 ] ] ] ] ] ]
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
foutvergrotings factor is maximaal 3.09




interpolatie van graad 29, basisfuncties L29 r foutvergrotingsfunctie
10 I I I I I I I I

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
foutvergrotings factor is maximaal 2.7




interpolatie van graad 39, basisfuncties L__ ., foutvergrotingsfunctie

39,)’
I I I I I I I

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
foutvergrotings factor is maximaal 2.38e+009




interpolatie van graad 39, basisfuncties L39 ,, foutvergrotingsfunctie

6 I I I I I I I I I

) ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

foutvergrotings factor is maximaal 3.27



interpolatie van graad 39, basisfuncties L39 r foutvergrotingsfunctie
lo I I I I I I I I I

N N

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
foutvergrotings factor is maximaal 2.88



interpolatie van graad 99, basisfuncties L__ ., foutvergrotingsfunctie
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ll l—
3 ln ll

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
foutvergrotings factor is maximaal 3.47




Conclusies.

e Interpoleren op een equidistante punten rij

29 _
a:j=—1—|—?] (j=0,...,k)

is, vooral in ‘rand intervallen’ gevoelig voor fouten op f
waarden.

e Interpoleren op een puntenrij die zich verdicht aan de
rand volgens

r; =cos(mi) of z;=cos(nit22) (j=0,...,k)

k

is vrijwel ongevoelig voor fouten op f (groei ten hoogste
met een factor van orde logk).



