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Benader f door ‘eenvoudige’ functies
Utrecht, 27 september 2011

Voorbeelden eenvoudige functies.

N umel‘ieke WiSKU nde 1. Polynomen (lineaire combinaties van z*).
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1. Efficiént te evalueren

2. Efficiéent op te slaan (~ compressie)

3. Gemakkelijk mee te manipuleren (p', [p, ...)
— basis voor algorithmes voor ingewikkeldere problemen
— te gebruiken in analyse

http://www.staff.science.uu.nl/~sleij101/

p(z) = ag+ arz + arz? + ... + ogzF polynoom graad < k. Interpolatie
Evaluatie: schema van Horner. Evalueer p in z volgens (zg,z1,22,..., k) rij in [a,b].
So = O, - -
voor j=1,2,... k Termmo.lgle. p=fop (zg,...,x})
Sj=0¢k;_j+5j—1*m als voor i =0,...,k
p(x;) = f(z;),
Kost 2k flop (floating point operaties): kx en k4. p'(x;) = f'(z;) als z;_1 = x;

p'(x) = f"(x;) als zj_o =z 1 =5
Vb. p(z) = 3+ 2z + 722 + 423:

Horner: p(z) =3+ (24 (7 + 42)x)x
Voorbeeld. p = f op (4,0,0,0,1) als

Variant: p(0) = £(0), p'(0) = f'(0), p"(0) = f"(0),
p(x) =342~ 1)+ 7(z— 1)@ — ) +9( ~ V(z — m)e pG) = f() p(1) = F(D).

Horner: p(z) =34+ 24+ (74 92)(z — 7))(xz — 1)
Definitie. Een polynoom p interpoleert f op (zq,...,x})

als graad(p) <k enp=7fop (zg,..., 7).



Interpolatie

(zg, 1,22, ..,x) rijin [a,b].

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. <k zodat
p=fop (zg,21,...,%L)

Als f k+ 1 maal continu differentieerbaar is op [a,b] dan

f(z) — p(z) = (z—wp)(z— 1’1) (z— J’k)f(k:—l—l)(g)

(k+
voor zekere ¢ tussen zqg,x1,...,T; €N .
Voorbeeld. zg =21 =zo = ... =3 = 0:
p is het Taylor pol. f(0)+zf'(0) + ...+ £ f™(0).
n+1

f(@) —pz) = (k+1).f(”+1)(£)
Lagrange: z; # x; als i # j

Hermite: iedere i, er is precies een j # 1 met z; = ;.

Evaluatie

flzol = f(z0)

_ f[x07x17"‘7$k] _f[x].""vmlmxk-i-l]
flzo, 1, .., Tp Tpp1] =
o — Tk+1

xo — f(wo)

 Jlwo, 1]
z1 = fa1) T  Jlwo,way 2]

P flwy, 2] T flzo, 1, x2, 23]
IQ—f(IQ) - f[$1,1’21133]

flz2, 23]

x3 — f(x3)

p(z) = flr1] + flz1, 2] (x — 1) + flzo, 21, 22] (. — 1) (x — o)
+flzo, z1, 22, 23] (x — 21)(z — 20) (x — 2)

Interpolatie

(IL’O,.’L’]_,QJ’Q,...,.’Ek-) rij in [aab]'

Stelling. Er bestaat precies een pol. p van gr. <k zodat
p = f op (:EOa:Ela"'vxk‘)

Als f k+ 1 maal continu differentieerbaar is op [a,b] dan

f(@) = pla) = Lol it (k1) ()

voor zekere ¢ tussen xqg,x1,...,%; €N .
Notatie. Laat a« = f[zq,...,z;] de leidende coéfficiént zijn
van het het interpolatie polynoom p voor f op (zg,x1,...,T})-

f[xl)"ka] _f[xO)"ka*l].

Stelling. flzo,..., 2] = o —
k= 0

flzo, .- xi] = %f(k)(g) voor zekere £ tussen zq,...,T.

Voorbeeld. f[xo, xQ, X0, xo] = %f(a) (a]o)

Evaluatie

flzol = f(z0)

o, T1, ... 2] — flx1,..., 2, x
f[xo,x1,-~-,wk,xk+1]5f[ 0,1 Kl — fle1 ks Tt 1]
TO — Tp41
zo — f(xo)
>f[$o,xl]
z1— f(z1) _ [flzo,z,m2]
[l @] T flzo, 1, 22, 23]
w2 — fw2) T flz1, z2, 23]
flz2, 23]
z3 — f(x3)
Voorbeeld. 0 — f(0) f£[0,0] = limo %=1 = f/(0)
0 — f(0) f[0,0,0] =lim, f[0,€,2¢] = Lf"(0)
0 — f(0)
h — f(h)



We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,x; Kiezen?

e f is bekend op t; met,voor 'n stapgrootte h > 0,
tiy1 =1t;+ h allei.

e We willen f met zo weinig mogelijk functiewaarden
over een heel interval, zeg [—1,+41], benaderen met
een fout kleiner dan, zeg 1074,

We kunnen de steunpunten z; overal kiezen in [—1,+1].

We wensen f in het punt z te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste zq,...,x; Kiezen?

Equidistant: z; = -1+ jh (j =0,...,k) met h = 2/k?

We wensen f in het punt x te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.

Waar kunnen we het beste zq,...,x; Kiezen?
Kies zq, ...,z uit {¢;} zodat
|(x —z0) ...  (z— )|

minimaal is.

Zorg er voor dat x in het ‘middelste’ interval [z}, ;4] ligt:
Als = € (t;,t;41), Kies
xo =1t =liq1, 02 =14-1,23 = tj40, 84 =1;_2,...
Voor motivatie: zie volgende grafieken
waarbij t; =14, (1 € Z), z € (0,1)

We wensen f in het punt z te benaderen door interpolatie
met een kde graads polynoom.
Waar kunnen we het beste xzq,...,x; Kiezen?

Meer verdichten aan de rand: met h =2/k

xj = sin(5(=1+jh)) = cos(—5jh) (j =0,...,k)7?



Hieronder f € c(1)([-1,1])

en p interpoleert f op (zq,z1,...,TL).

a:j=—1+j% if pr A f «in de buurt van 1
z; =0 if  pr A f = in de buurt van 1

;= cos(%j) Vf pp— f ook zin de buurt van 1

Opmerkingen:
3f zelfs 3f € C()([-1,1]).
Vf geldt niet Vf € C([-1,1])

Convergentie volgt niet uit schattingen

voor (z — zg)...(z — zx) en fETL(E).

Effecten van (afrond)fouten in f-waarden
Voorbeeld. LIp op zg,z1,2, 73! T; & xj VOO i 7 j.

Definieer

_ (@—z1)(@—a2)(z —z3)
Lote) = (zo — z1) (20 — 22)(z0 — 73)
Dan Lj(z;) =0 alsi# j en Lj(z;) = 1.

Als p = f op (zg,1,72,23), dan

p(z) = f(zo)Lo(z) + f(x1)L1(x) + f(x2) Lo(x) + f(23) L3(x)
f*(x;) = f(z;) + €5 met || < e
Ip*(z) — p(z)| < GZ |L;(x)]
j

Op volgende pagina’s: grafieken L; en Y ;|L;(z)| (- —-)



