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1 Lineaire ruimten en hun duale

In dit hoofdstuk veronderstellen we dat k£ een lichaam is. Voor de toepassin-
gen zullen we alleen £ = R en k£ = C nodig hebben.

Is I een lineaire ruimte over k, dan noteren we met FE* de ruimte van
lineaire afbeeldingen ' — k. De lineaire ruimte I* heet de lineaire duale
van F.

Laat F' een tweede lineaire ruimte over k zijn, dan schrijven we Hom(F, I)
voor de ruimte van lineaire afbeeldingen A : F — F. 7ij A € Hom(FE, F),
dan induceert A de afbeelding A* : F* — E*, gedefinieerd door

A =nA  (nel™).

Deze afbeelding is weer lineair en behoort dus tot Hom(F™*, F*). Hij heet de
getransponeerde van A. Merk op dat de getransponeerde van de identiteit



Ig: F — FE, x — x gegeven wordt door
(Ip)" = 1. (1)
Is B: F — G een tweede lineaire afbeelding, dan is

(BoA)* = A"B*, (2)

Opmerking 1.1 Wegens de eigenschappen (1) en (2) heet de toevoeging
FE ~ E* wel een functor. De functor F ~» E* heet contravariant, omdat
hij afbeeldingspijlen omkeert: aan een homomorfisme A : £ — F wordt een
homomorfisme A* : E* « F™* toegevoegd. De (triviale) functor F ~ F, die
aan een lineaire ruimte F zichzelf toevoegt, behoudt de richting van pijlen en
heet daarom covariant. Verderop zullen we de covariante functor £ ~» E**
die aan een ruimte zijn dubbelduale toevoegt bestuderen. Voor de precieze
definitie van een functor verwijzen we naar de paragraaf over categorién-

theorie in [Langl, Ch. T, §7]'.

Is A: F — F een lineair isomorfisme, dan volgt uit de functoriéle eigen-
schappen dat (A7')*eA* = [AcA™!|* = Ips, terwijl A*(A™1)* = [A7TA]* =
I, dus A* : F* — E* is ook een lineair isomorfisme en de inverse wordt
gegeven door:

(A*)—l — (A_l)*.
We veronderstellen nu dat F eindig dimensionaal is. Zij d = dim F en zij

e1,...,eq een basis van E. We definiéren de lineaire functionalen e', ..., e? €
£ door

¢'(ej) = & (3)
Hierin is 5; het Kronecker symbool: het is gelijk aan 1 als = j, en gelijk
aan 0 als ¢ # j.

Lemma 1.2 Is I eindig dimensionaal, en is eq,...,eq een basis van F, dan
ise',....e? een basis van E*. In het bijzonder heeft de ruimte E* dezelfde

dimensie als F.
Bewijs. De collectiee!, ..., e is lineair onafhankelijk. Tmmers is 2;1:1 \et =
0, dan volgt uit evalueren op e; dat A; = 0, voor alle 1 < j < n.

1S. Lang; Algebra, Addison-Wesley, 1965



De collectie €', ..., e? spant E* op. Immers is £ € E*, dan is

Men ziet dit gemakkelijk in door beide leden in elk der basisvectoren e; te

evalueren. We concluderen dat de collectie €', ..., e? een basis van E* is.
Hieruit blijkt dat dim(F*) = d = dim F. O

De in het bovenstaande gedefinieerde basis €', ..., e? van E* staat bekend
als de basis van E* die duaal is aan de basis ey,...,e; van F.

Opmerking 1.3 Is £ € F, dan noteren we met mat{ de matrix van ¢ ten
opzichte van de basis {e;} van . Merk op dat deze matrix een rijvector met
lengte d is. Merk op dat ¢’ het element van E* is met matrix (&%,...,8%).

In het vervolg hanteren we de conventie dat R? bestaat uit kolomvectoren.
De reden hiervoor is dat een lineaire afbeelding A : R — R” gegeven wordt
door de matrixvermenigvuldiging met mat A, de matrix van A ten aanzien
van de standaardbases. Met andere woorden Az = mat A-x voor alle 2 € R%.
Op deze wijze identificeren we L(R?, R?) met de p x d matrices met reéle
coéfficiénten. In het bijzonder identificeren we (R%)* met de 1 x d matrices,
d.w.z. met de rijvectoren met lengte d.

Opmerking 1.4 Is de lineaire ruimte F reéel en voorzien van een posi-
tief definiet inprodukt (-, -), dan kunnen we een afbeelding i : F — FE*
definiéren door i(v)(w) = (v, w), voor v,w € K. Men ziet direkt dat i
lineair is en een triviale kern heeft; de atbeelding is derhalve een lineair iso-
morfisme. Men gaat gemakkelijk na dat een basis {e;} orthonormaal is ten
aanzien van het gegeven inprodukt dan en slechts dan als {i(e;)} de duale
basis van E* is. Vaak identificeert men de ruimte K met zijn duale £* door
middel van de afbeelding i; men dient zich daarbij te realizeren dat de iden-
tificatie afhankelijk is van de keuze van het inprodukt.

Opmerking 1.5 In de analyse treden rijvectoren en kolomvectoren bijvoor-
beeld als volgt op. Is ¢: I — R"™ een differentieerbare kromme, dan is, voor
iedere t € I, de snelheidsvector ¢/(t) een kolomvector in R”. Is een scalaire



funktie f : R™ — R differentieerbaar in het punt a, dan is de afgeleide
df(a) = Df(a) een element van (R™)*, dus een rijmatrix.

Laat grad f(a) de unieke vector in R” zijn met i(grad f(a)) = Df(a);
hierin is 1 als in de voorgaande opmerking gedefinieerd ten aanzien van het
standaardinprodukt. Dan is grad f(a) de kolomvector in R” met componen-
ten 0;f(a), 1 < i < n. Om typografische redenen noteren we de gradient
toch vaak als rijvector. Strikt genomen zou het beter zijn om de notatie
(v1,...,v,)T voor de kolomvector met componenten vy, ..., v, te gebruiken;
hierbij staat T voor transpositie.

Door een tweede keer te dualiseren verkrijgen we de dubbelduale E** :=
(E*)* van de lineaire ruimte K. Er is een natuurlijke lineaire afbeelding ¢ :
FE — E*;is x € K, dan wordt «(x) gegeven door

Uz)(€) =&(z)  (EeBT).

Is «(x) =0, dan is {(x) = 0 voor alle { € E*, waaruit we afleiden dat « = 0.
Hieruit volgt dat ¢ een injectieve lineaire afbeelding is. We noemen ¢ wel de

kanonieke inbedding van K in de dubbelduale FE**.

Lemma 1.6 Zij E een eindig dimensionale lineaire ruimte over het lichaam
k. Dan is de canonieke inbedding ¢ : ¥ — FE** een lineair isomorfisme.

Bewijs. De lineaire afbeelding ¢ is injectief. Aangezien dim(F£**) = dim F* =
dim F, is ¢ tevens surjectief. O

In het vervolg zullen we de dubbelduale E** van een eindig dimensionale
lineaire ruimte F via het isomorfisme ¢ identificeren met K.

Veronderstel dat F eindig dimensionaal is met basis ey, ..., eq4. Zije', ..., e’
de duale basis van E*. De hierbij behorende duale basis van FE** correspon-
deert onder de genoemde identificatie precies met de oorspronkelijke basis
€1y eq. Immers: o(e;)(e’) = e’(e;) = & voor alle 1 <i,5 < n.

Laat F' een tweede eindig dimensionale lineaire ruimte zijn, met basis
fiy-oy for Zij fY, ..., fP de bijbehorende duale basis van F*. De matrix van
een lineaire afbeelding A : ' — F ten opzichte van de gekozen bases heeft
elementen A; € k die bepaald zijn door de formule A(e;) = >, A;fz Door

hierop f° te laten werken zien we dat

A= fi(Aey). (1)



De matrix van A ten aanzien van de genoemde bases noteren we met mat A,
diens gespiegelde met (mat A)T.

Lemma 1.7 mat (A*) = (mat A)T
Bewijs. Er geldt dat

A= FI(A(ef) = [A()](es) = (A1) = (A7)},

O
2 Het tensorprodukt van lineaire ruimten
Voor k-lineaire ruimten Ky, ..., F, en F noteren we met
L"(Ey,...,E. F)
de lineaire ruimte van n—multilineaire afbeeldingen f : Fy x --- x K, — F

(n—multilineariteit betekent dat f in elk van zijn n variabelen lineair is).

Merk op dat in het bijzonder voor een lineaire ruimte F geldt dat £* =
LY (E; k). Is E eindig dimensionaal, dan volgt uit de identificatie F** = F
dat £ = L'(E*; k).

Definitie 2.1 Laten Fy,..., I, eindig dimensionale lineaire ruimten over k
zijn (n > 1).
(a) We definiéren Fy @ --- @ F, := L"(Fy, ..., EX k).
(b) Voor (z1,...,2,) € Fyx---x E, definiéren we het element 21 ®- - @,
van By @ -+ ® F, door

(21 @ @an(&rs s &) i= Galwn) - Lnlan). (5)

Opmerking 2.2 7ij ¢ : Fy — FE;* de natuurlijke inbedding, voor 1 < k <
n. Dan kan het rechterlid van (5) herschreven worden als T[7_; tx(2r)(&k)-
In het bijzonder is de bovenstaande definitie voor n = 1 compatibel met de

identificatie L'(E; k) = F;.



Opmerking 2.3 Men verifieert gemakkelijk dat de afbeelding v : Fy x - -+ X
E, — Ei®---®F, gegeven door v(xy,...,1,) = 11 ®- - @z, multilineair is.
Met andere woorden, het tensorprodukt voldoet aan de volgende rekenregel,
voor x1 € Fy,...,x, € Fy,, en voor 2, € F;, )\ € k:

2 @@ (2 F A @ @, =

— (:U1®---®xj®---®xn) + )\($1®"'®$/‘®"'®$n)

J
In het vervolg veronderstellen we steeds dat Fy, ..., F, eindig dimension-
ale lineaire ruimten over k zijn.

Lemma 2.4 Laat voor iedere 1 < k < n een basis e...eq, van Ej
gegeven zijn. Zij T de collectie van rijtjes i = (i(1),...,i(n)) met i(k) €
{1,...,dx}, voor alle 1 < k <n. Dan is de collectie

{el,z’(l) & @ eni(n) i€ T}

een basis van 1 @ -+- @ I,,.

Bewijs. Voor 1 < k < n noteren we de duale basis van E; met e, ..., ei’“.

Voor i € T noteren we met e het rijtje vectoren (ei(l),...,eifd’“)). 7t €
Ky ®---® FE,, dan volgt uit de multilineariteit van ¢ dat ¢ = 0 dan en slechts
dan als t(e?') = voor alle : € 7.

Voor i € T noteren we met (@e); de vector ey ;1) @ -+ @ ey nit Ky @
@ F,. Is ook j € T, dan is (®e);(e?) gelijk aan 1 als ¢ = j, en gelijk aan
0 als 7 # j. Laat nu voor iedere 1 € T een scalar \' € k gegeven zijn en
veronderstel dat Zief )\i(®e)i = 0. Door evalueren van beide leden in het
rijtje e/ volgt dat A = 0 voor alle j € Z. De vectoren (®e);, ¢ € T zijn dus
lineair onafhankelijk.

7ij tenslotte t € By @ -+ @ E,. Schrijf ' = t(e'), voor i € T. Dan geldt

t=> t(®e)
1€T

Dit blijkt door beide leden van deze gelijkheid op elk rijtje vectoren e/, j € T,
te evalueren. Hieruit volgt dat de vectoren (®e);, ¢ € 7, de ruimte Fy @ ---®
F,, opspannen. O



Stelling 2.5 7ij F,,...,F, een stel eindig dimensionale lineaire ruimten.
Dan voldoet de multilineaire afbeelding v : Fy x --- x K, — F1 ®---® F,
aan de volgende universele eigenschap.

Voor iedere lineaire ruimte F' en iedere multilineaire afbeelding f : Fy x
-+ X K, — I bestaat er precies één lineaire afbeelding f:E® --@QFE, > F
zo dat het volgende diagram commuteert:

Eyx---xE -1 F
vl Sf
E®---0F,

Bewijs. In het vervolg gebruiken we de notaties uit Lemma 2.4 en haar
bewijs. Dan is {(®e); | ¢+ € T} een basis van Fy @ --- @ FE,. 7ij [ €
L"(Ey,..., E,; F). Dan is er precies één lineaire afbeelding f : B, ®---@ E, —
F met f((®e);) = J(€e1i(1ys - - €ni(ny) voor alle i € T. Men gaat nu gemakke-
lijk na dat for = f op elk rijtje (€(1);- .-, €nem))s © € Z. Wegens de mul-
tilineariteit van beide leden volgt hieruit dat for = f. De uniciteit van f is
een direkt gevolg van Lemma 2.4. O

Opmerking 2.6 Door ¢ — @or wordt een lineaire afbeelding
Hom(Fy @ - @ E; F) — L"(FEy,...,E.; F)

gedefinieerd. Het existentiegedeelte van de universele eigenschap zegt precies
dat de bovenstaande afbeelding surjectief is. Het uniciteitsgedeelte drukt uit
dat de bovenstaande afbeelding injectief is. De bovenstaande natuurlijke
afbeelding is derhalve een lineair isomorfisme.

Voorbeeld 2.7 Is X een verzameling, dan noteren we met F(X) de lineaire
ruimte van alle funkties X — k. Is @ € X dan schrijven we ¢, voor het
element van F(X) dat gegeven wordt door e,(x) =0 als  # a en e,(a) = 1.
Is X eindig dan vormen de e,, a € X, een basis van F(X). De duale basis
wordt gegeven door ¢*, a € X, met e : f +— f(a).

Laat Y een tweede eindige verzameling zijn. We zullen aantonen dat het
tensorprodukt F(X) @ F(Y') op natuurlijke wijze isomorf is met F(X x V).
Daartoe beschouwen we de bilineaire afbeelding ¢ : F(X) x F(YV) — F(X x



Y) die gegeven wordt door ¢(f,¢)(x,y) = f(2)g(y). Wegens de universele
eigenschap factoriseert de afbeelding ¢ naar een lineaire afbeelding

e F(X)F(Y)— F(X xY).

Deze afbeelding voert de basis {e, @ ¢y, | a € X,b € Y} over in de basis
{e@n | (a,b) € X x Y} van F(X xY) en is dus een lineair isomorfisme.

In het vervolg identificeren we F(X) @ F(Y) met F(X x Y) via het
natuurlijke isomorfisme . In het bijzonder noteren we, voor f € F(X) en
g € F(Y), de funktie (z,y) — f(z)g(y) met f @ g.

De bovenstaande situatie treedt bijvoorbeeld op bij de combinatie van
twee quantummechanische systemen A en B met eindig vele quantumtoes-
tanden. Laten de quantumtoestanden van A gelabeld zijn door de verza-
meling X en die van B door Y. Dan zijn F(X) en F(Y) de toestand-
sruimten van A en B. De toestandsruimte van het gecombineerde systeem is

FX xY)=F(X)a FY).

De universele eigenschap in Stelling 2.5 motiveert ons tot de volgende
definitie.

Definitie 2.8 Onder een tensorprodukt van de lineaire ruimten Fy, ..., F,

verstaan we een lineaire ruimte ¢, met daarbij een afbeelding g € L"(Fn, ..., E,; G)

zo dat de volgende universele eigenschap geldt: Voor iedere lineaire ruimte

F' en iedere multilineaire afbeelding f : Ky x --- x K, — F bestaat er precies

één lineaire afbeelding f : G — F zo dat het volgende diagram commuteert:
Fyx-xBE, =5 F

gl v
G

Opmerking 2.9 Na deze definitie kunnen we Stelling 2.5 als volgt herfor-
muleren: Het paar Ky ® -+ ® F,,v is een tensorprodukt van de lineaire
ruimten Fy,..., F,.

Het volgende lemma brengt tot uitdrukking dat alle tensor produkten van
Ky, ..., E, op natuurlijke wijze isomorf zijn met £y @ ---® E,. In het vervolg
zullen we daarom spreken over het tensorprodukt £y @ --- @ F,.



Lemma 2.10 Laten G, g en ', ¢' twee tensorprodukten van Fy, ..., E, zijn.
Dan bestaat er een unieke lineaire afbeelding h : G — G’ zo dat het volgende
diagram commuteert:

G/
/
T (6)

Fyx---x FE, N

De afbeelding h is een lineair isomorfisme.

Bewijs. Het bestaan en de uniciteit van & volgen uit de universele eigenschap
van (7, ¢ (er geldt dat h = ¢’). Uit de universele eigenschap van G’ ¢’ volgt
verder het bestaan van een unieke lineaire afbeelding h' : G' — G zo dat het
volgende diagram commuteert:

G
Elx---xEn/T. (7)
N
Uit de commutativiteit van de diagrammen (6) en (7) blijkt dat het vol-
gende diagram commutatief is als voor de verticale afbeelding de compositie
h'sh genomen wordt; anderzijds is het ook commutatief als de identiteit I
genomen wordt:

G

/T-

Fyx---x FE, N

Het uniciteitsgedeelte van de universele eigenschap leert ons nu dat h'oh = .
Op soortgelijke wijze concluderen we dat hoh’ = I Dus h is een isomorfisme.

O

We merken op dat Definitie 2.8 en Lemma 2.10 ook geldig zijn in het
geval de ruimten Fy, ..., F, niet noodzakelijkerwijs eindig dimensionaal zijn.
In dat geval is L"(Fx,..., Ea; k) echter geen tensorprodukt meer. Daarom
hebben we voor de bovenstaande definitie door middel van de universele
eigenschap gekozen. Het aantonen van het bestaan van een tensorprodukt
is nu een probleem dat op een andere manier opgelost kan worden. Het
bovenstaande lemma garandeert de uniciteit op lineaire isomorfie na.

Deze aanpak werkt ook in de algemenere context van het tensorprodukt
van modulen Fy,..., E, over een commutatieve ring met eenheid. Voor
details verwijzen we de lezer naar [Langl, Ch. XVI].

We eindigen deze paragraaf met een nuttig lemma.



Lemma 2.11 Zij Fy,..., E, een stel eindig dimensionale lineaire ruimten
over k. Dan is er een natuurlijk isomorfisme

(F1 @ @FE,)~E® - F.
Bewijs. Er geldt dat (F1®---@F,)* = Hom(F1®@---QF,, k) ~ L"(Fy,..., FE.; k),

zie Opmerking 2.6. Wegens Lemma 1.6 is de laatste ruimte op natuurlijke

wijze isomorf met L"(E*, ..., K k)= Ff @ --- @ K. O

3 Tensoren en componenten

In het vervolg veronderstellen we dat F een eindig dimensionale lineaire

ruimte over k is, met basis eq, ..., e4. De duale basis van E* noteren we met
e',...,et. Is x € F, dan schrijven we
d
x = g x'e;;
=1

de coefficiénten hierin worden gegeven door x' = €'(z). Is ¢ € E*, dan schri-

d
{= Z fiei;

de coéfficiénten worden nu gegeven door & = £(e;).
We behandelen nu een nuttig voorbeeld van een tensorprodukt. Zij F

jven we

een tweede eindig dimensionale lineaire ruimte over k, met basis fi,..., f,.
We gebruiken de notatie Hom(F, F') voor de ruimte van lineaire afbeeldingen

F — F.

Lemma 3.1 Er is een unieke lineaire afbeelding ¢ : F' @ E* — Hom(FK, I)
waarbij voor £ € E*,y € F het element o(y®@¢) € Hom(F, F') gegeven wordt
door

ey @& B — F, x— {(z)y.

De lineaire afbeelding ¢ is een isomorfisme.

Bewijs. Zij f € L*(F,E*;Hom(E,F)) gedefinieerd door f(y,&) : z
E(x)y, B — F voor ¢ € E*)y € F. Wegens de universele eigenschap van het
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tensorprodukt factoriseert de afbeelding naar een unieke lineaire afbeelding
f:F® FE* — Hom(FE, F). Dit is de unieke afbeelding ¢.

Voor 1 <17 < penl < j < d definiéren we de lineaire afbeelding L; :
E — F door I = o(f; @ ¢'). Dus LI wordt gegeven door

Lf(x) = a2 fi.

Is A: FE — F een lineaire afbeelding dan is zijn matrix gelijk aan (A;)m,
waarbij A% = A(e;)’. Men gaat nu gemakkelijk na dat

A=Y AL

1<i<d

1<5<p
Immers de ;-de component van zowel het linkerlid als het rechterlid geévalueerd
in e; is gelijk aan A; Hieruit blijkt dat de L] een basis van Hom(F, F') vor-
men. De afbeelding ¢ voert een basis in een basis over en is dus een lineair
isomorfisme. O

In het vervolg zullen we het isomorfisme ¢ uit het bovenstaande lemma
als identificerende afbeelding gebruiken. Na deze identificatie is F' @ E* =
HQm(E, F). Het element f; @ el van F'@ E* identificeren we met de afbeelding
L1 € Hom(F, I') uit het bovenstaande bewijs. Voor een lineaire afbeelding
A € Hom(F, F') verkrijgen we zo de tensornotatie

A=) A fiod,

1<i<p

1<5<d
met (A;)H de matrix van A ten aanzien van de bases ey,...,e; van F en
fiy.., fp van F. De matrix van A verschijnt hier dus als collectie componen-

ten van de tensor A € I'® E* ten aanzien van de basis f; ® el van F @ FE*.
We gebruiken de notatie End(F) = Hom(F, E) voor de ruimte van lin-
eaire endomorfismen van F. Met de bovenstaande identificatie, toegepast op

I = F, zien we dat
FE® E* =End(F). (8)

De natuurlijke bilineaire afbeelding ¢ : F'x E* — k gegeven door ¢(z,§) =
&(x) factoriseert wegens de universele eigenschap van het tensorprodukt naar
een unieke lineaire afbeelding C' : F® E* — k. Deze lineaire afbeelding wordt
contractie genoemd.

11



Lemma 3.2 Via de identificatie (8) correspondeert de contractie C' : ' ®
FE* — k met het spoor tr : End(FE) — k, A tr(A).

Bewijs. Ten aanzien van de basis ey, ..., eq van E schrijvenwe A = )", . i<d A§e¢®
¢/. Dan is
ClA)= Y AC(a@e)= Y A=) Al=tr(A).
1<i,j<d 1<i,j<d 1<i<d
O

Het volgende lemma staat om voor de hand liggende redenen bekend als
de associativiteit van het tensorprodukt.

Lemma 3.3 Laten K, F, G eindig dimensionale lineaire ruimten over k zijn.
Er is een natuurlijk isomorfisme

(FeoleoGd@~EF G,

het wordt gegeven door (x @y) @ z — @y ® z. Analoog is er een natuurlijk
isomorfisme K @ (F @ G)~ F @ F® G.

Bewijs. Definieer de afbeelding f : F x F x G — (FE® F)® G door
fz,y,2) = (x@y)®@z. De afbeelding f is multi-lineair en factoriseert derhalve
naar een lineaire afbeelding f:EQF®d — (K ® F)® G. Merk op dat
flz@y®z) = (r@y) @z Laten (e;),(f;) en (gr) bases van, respectievelijk,
E,F en G zijn. Dan voert f de basis e; @ f; @ gr van E @ F @ G over in
de basis (e; @ f;) @ gx van (E @ F) ® G. Hieruit volgt dat f een lineair
isomorfisme is. De inverse van f voldoet aan de eisen van het bovenstaande
lemma. Het laatste deel van het lemma wordt op soortgelijke wijze bewezen.

O

Opmerking 3.4 In het vervolg zullen we volgens de hierboven beschreven
natuurlijke isomorfismen identificeren. Met andere woorden, we maken geen

onderscheid meer tussen K @ FF @ G, (F@ F)®@ G of E® (F ® G).

Voorbeeld 3.5 In dit voorbeeld laten we zien dat de samenstelling van twee
lineaire afbeeldingen door middel van een contractie beschreven kan worden.

12



Dit leidt op natuurlijke wijze tot de bekende formule voor de vermenigvuldig-
ing van matrices.

Laten K, F,G eindig dimensionale lineaire ruimten over k zijn, en A :
E — Fen B:F — G lineaire afbeeldingen. We vatten A als op als tensor
in F'® F* en B als tensor in G @ F*. De tensor B ® A is dus bevat in
G@ @ F @ FE (hier gebruiken we de associativiteit van het tensorprodukt).

De multilineaire afbeelding G x I™* x F'x E* - G @ FE, (g, f*, f,e*) —
1*(f) g @ e* factoriseert naar een unieke lineaire afbeelding CS’ G R
F®FE — G®F die we om voor de hand liggende redenen de contractie naar
de 2-de en 3-de component noemen. We zullen aantonen dat

BoA = C3(B @ A). (9)

De afbeeldingen ¢ : (B, A) — BoA en 1 : (A, B) — C3(B ® A) zijn beide
bilineair als afbeeldingen van G @ F* x F' @ E* naar G @ E*. Het is derhalve
voldoende de gelijkheid van ¢ en 1 te controleren op elementen van de vorm

A= f®e* en B=g® f*. Welnu, voor elementen van die vorm geldt, als
e €k,

p(B, A)(e) =[g@ [ l(e"(e)f) = e"(e) [ (f)g = [ (Nlg@e](e) = (A, B)(e).

Hiermee is (9) aangetoond.
Uit de formule leiden we verder nog af dat het volgende geldt voor de
componenten ten aanzien van bases van F, I, (G en de corresponderende duale

bases van E*, F'*. Er geldt:

(BoA)F = [C3(A® B)]F = Z (Bo Al = ZB Al

Dit is de bekende formule die uitdrukt dat de matrix van de samenstelling
BoA verkregen wordt door vermenigvuldiging van de matrices van A en B.

In het vervolg gebruiken we, voor r > 1, de notatie

pm——
QE = ---QF

voor het r-voudige tensorprodukt van F met zichzelf. Met @'E bedoelen
we de ruimte L'(E*;k) = FE**, zie Definitie 2.1. Wegens Lemma 1.6 is
deze ruimte op natuurlijke wijze isomorf met E; dus @'F = E. Tenslotte
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spreken we af dat @°F := k. De ruimte @"F heet de ruimte van con-
travariante tensoren van graad r op FE. Deze traditionele terminologie is
helaas tegengesteld aan die welke men op grond van de categorieéntheorie
zou verwachten. Verderop zullen we zien dat door K/ ~» ®@"F een covariante
functor gedefinieerd wordt.

Is s € N, dan heet @°E* de ruimte van covariante tensoren van de graad s
op F. Verderop zullen we namelijk zien dat door F ~» ®°F* een contravari-
ante functor gedefinieerd wordt.

Voor r, s € N definiéren we de ruimte

T 5

T'E=0' B =E@ - 0EQFE Q- -0 E

de elementen van deze ruimte heten: (gemengde) tensoren op E van con-
travariantiegraad r en covariantiegraad s.
Merk op dat uit de definities volgt dat

T S
T7E =18, BB, ... B k) (10)

We merken tenslotte op dat uit (8) volgt dat 7' E = End(F).
Uit Lemma 2.4 volgt dat een basis van 7 := 7] F gegeven wordt door
de vectoren

ei) @ @ ey @ @@ el
met i € Z, en j € Z,. Hierbij hebben we de notatie Z, := {1,...,d}" gebruikt.
Het is de gewoonte om de volgende componentnotatie voor de elementen van
T, te gebruiken:

T= T en® - 0en@e .. @b,
1 €Ty
JETs

Door evalueren op geschikte rijen duale basisvectoren ziet men gemakkelijk
in dat de componenten in deze uitdrukking gegeven worden door

el e

T = () ey eis)-

Definitie 3.6 7Zij 1 < k <ren 1 <[ < s. Dan definiéren we de contractie
CF als de lineaire afbeelding 7,7 — 7.”7' gegeven door

CF : 21® R, QE'®- - R — & (21) 119 - - Q@24 ® - -Q2, ' @ - -QE' R - -QE°.
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Hierbij geeft het symbool ~  over een element aan dat het betreffende
element weggelaten wordt.

Bedenk dat de afbeelding Cf goed gedefinieerd is op grond van de uni-
versele eigenschap van het tensorprodukt. Immers, Cf is de afbeelding die
ontstaat door factorisatie van de multi-lineaire atbeelding

(21, 20, & E) r—>fl(xk):zzl®---®i}k®---®:l:7,®fl®---®él®---®fs.

De contractie Cf is niets anders dan de eerder gedefinieerde contractie C'
toegepast op de k-de contravariante en de [-de covariante component van het
tensorprodukt. Met behulp van Lemma 3.2 leiden we nu af dat de contrac-
tie op de tensorcomponenten werkt als het spoor ten aanzien van de k-de
contravariante en de [-de covariante component. Is T' € 7, dan worden de
componenten van Cf(T) in termen van die van T gegeven door:

kg i(1)eoi(B) i () (1) i (k1) i (k1) oo (7)

Cr(T) ) e = ZT:‘(l),...,m—l),u,j<l+1)7...j<s)'

4 Transformatie van tensoren onder afbeeldin-
gen

We veronderstellen dat F en F' twee eindig dimensionale lineaire ruimten over
k zijn. We beschrijven hoe een lineaire afbeelding A : ¥ — F een lineaire
afbeelding op tensoren induceert.

7ij r € N. De afbeelding (z1,...,2,) — Az, @ - @ Az, E x -+ x B —
®" F'1s multilineair, en induceert wegens de universele eigenschap een lineaire

afbeelding @"F — ®"F' die we noteren met @"A. Er geldt:
QA(t1 @ Q) = Az @+ @ Az,
Wegens (5) betekent dit dat

T

p——
(07 A]S = S0 (A" x -+ x A”).

Merk op dat ®@"Ig gelijk is aan de identiteit op ®@"F. Is G een derde eindig
dimensionale lineaire ruimte, en B : F' — (& een lineaire atbeelding, dan is

R"(BoA) = @"Bo@" A.
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Op grond van deze twee eigenschappen heet de toevoeging F ~» ®@"F een
covariante functor.

Lemma 4.1 Is A: F — I een lineair isomorfisme, dan is ook @" A : @"F —
Q"I een lineair isomorfisme.

Bewijs. Wegens de functoriéle eigenschappen geldt dat
(AT )o@ A= Q"(ATA) = @"(Ig) = Igp.

In omgekeerde volgorde geeft de compositie de identiteit op ®@"F. Hieruit

volgt dat @"A een lineair isomorfisme is met inverse @" A~!. I
Tenslotte beschrijven we de afbeelding @" A in componenten. Laat eq,... e,
een basis van F zijn, en fi,..., f, een basis van F. Laten {e'} en {f’} de

corresponderende duale bases zijn van FE* respectievelijk ™. Is T' € @"F,
dan worden de componenten van S = [@" A|(T') gegeven door

Sz(l)z(r) — S(fz(l), o 7fz(r))

Wegens Lemma 1.7 worden de matrixcoefficénten van A* gegeven worden

door . ‘
(A%, = A,
Passen we dit toe op het bovenstaande, dan vinden we
d
=1
= Z A A <(j} T(ek R0y,
keT,
— iW(r) k(1) k(r
- ZA oy Ay THO-HO), (11)
keT,

7ij s € N. Een lineaire afbeelding A : ¥ — I induceert de lineaire afbeelding
A* + F* — FE*. De afbeelding A* induceert een lineaire afbeelding @°A* :
@°F* — @°E*. Wegens (5) betekent dit dat

—_——
[@"A*]S = So(Ax - x A).
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Er geldt dat @°I};, = Ig:p«. Is ook B : F' — (i een lineaire afbeelding, dan is
@°(BoA)" = @°A" 0 @° B™.

Op grond van deze eigenschappen heet F ~» @°E* een contravariante functor
(nogmaals: de elementen in de tensorruimte die men verkrijgt heten covari-
ant).

Is T € @ F*, dan behoort de tensor S = [@°A*|(T) tot @°FE*. Door het
bovenstaande te combineren met (11) vinden we dat de componenten van S
gegeven worden door de formule:

_ (1) I(s)
Sj(1)ei(s) = Z Aj(l) e Aj(s) Ti)..a(s) (12)

€T,

Tenslotte bestuderen we hoe gemengde tensoren transformeren onder lin-
eaire afbeeldingen. Vanwege het gemengd co- en contravariante karakter
kunnen we dit alleen doen voor lineaire isomorfismen. 7Zij A een lineair iso-
morfisme van F op F, met inverse A™! : ' — FE. Dan is A*: F* — E* een
lineair isomorfisme van F* op E*, met inverse (A*)™! = (A~!)*. Met Lemma
4.1 zien we nu dat door een lineair isomorfisme A : K — F' het isomorfisme

Ay = [@"Al@ [@°A™™] . T/E — TF.

geinduceerd wordt. Zij T € 7 FE, dan zien we door combineren van (11) en
(12) dat de componenten van de tensor AT gegeven worden door:

i(1)i(r) i(1) i) 1 a—110(1) _17l(s) k(1)...

ATy = D Ay A AT T - TATT) Ty,

1€Ty
JELs

5 Tensorbundels en tensorvelden

In deze paragraaf wordt van lineaire ruimten steeds verondersteld dat ze
gedefinieerd zijn over het grondlichaam k& = R.

Laat M een gladde variéteit zijn (met glad bedoelen we in deze paragraaf
steeds C). Is 7 : V — M een gladde vectorbundel, dan schrijven we V,
voor de vezel #7!(p) boven een punt p € M. Is bovendien 2 C M een open
deelverzameling, dan schrijven we Vg voor het volledige origineel #~1(Q); dit
is de disjuncte vereniging van de vezels V|,,p € Q. We schrijven T'({2, V) voor
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de (lineaire) ruimte van gladde snedes © — V. De ruimte I'(M, V) noteren
we kort met T'(V).

Onder een frame van V op een open verzameling 0 C M verstaan
we een geordend m-tal snedes (o1,...,0,) in I'(Q,V) zo dat de collectie
o1(p),...,0m(p) een basis van de vezel V, is, voor elke p € Q. Het volgende
resultaat is een onmiddellijk gevolg van de definitie van een vectorbundel.

Lemma 5.1 Zij 7 : V — M een gladde vectorbundel van rang r. Zij Q C M
open. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:

(a) De vectorbundel V is triviaal over €.

(b) De vectorbundel V heeft een frame (o4, ...,0,) over €.

Bewijs. ‘(a) = (b)": Laat V triviaal zijn over Q. Dan is er een trivialisatie
T : Vo — Q x V., met V een lineaire ruimte van dimensie r. Kies een basis
e1,...,e, van V, en definieer ; : @ — Q x V door 7;(p) = (p, e;). Dan wordt
door o; := 7715, een frame van V over () gedefinieerd.

‘(b) = (a)’: laat oq,...,0, een frame van V over Q zijn. Dan wordt door

p:(pya)r (pyaroi(p) + -+ a,0.(p))

een diffeomorfisme 2 x R" — Vg gedefinieerd dat lineair is op de vezels. De
inverse 0 = p~! is een trivialisatie van V over Q. O

7ij V een gegeven vectorbundel over M en zij r,s > 0. Dan kunnen we
op een natuurlijke manier een vectorbundel 7V definiéren waarvan de vezel
in een punt p € M gelijk is aan het tensorprodukt 7] (V,) (zie (10). Als
verzameling is 7V gelijk aan de disjuncte vereniging van de lineaire ruimten
T (Vp)
'V ={(p,t) [ p€ M, 1 € T]V,}.

In het bijzonder is 7,2V gelijk aan de duale bundel V*.
IsT:Vq — QOxV,(p,v) — (p,7,(v)) een trivialisering van de vectorbundel
V over een open deelverzameling (2, dan definiéren we de afbeelding 7.7 :

(T V)a — Q x 1]V door

,];TT(p7t) = (p7 (Tp)*(t))'
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Men gaat gemakkelijk na dat 7))V een unieke structuur van vectorbundel
heeft waarvoor de 71 lokale trivialiseringen zijn. Voor details verwijzen we
de lezer naar [Lang2, § 3.4].2

Is (01,...,0,) een frame van V over een open deelverzameling Q@ C M,
dan definiéren we de snedes o!,..., 0" van de duale bundel V* door

o(p)(oi(p)) =68  (pe, 1<ij<r).

Hieruit blijkt dat {o'(p) | 1 < 7 < r} de basis van V%, duaal aan de basis
{o:(p) | 1 <7 < r} van V, is. In het bijzonder is (¢',...,0") een frame
van de duale bundel V* over 2. We noemen dit frame het duale frame van

(O1y.0y00). ‘
Isi €7, en j € I,, dan definiéren we de snede o/ € T'(Q,7,V) door
ol(p) = ai)(p) @ - @ oy (p) @ !N (p) @ @D (p). (14)

Uit Lemma 2.4 volgt nu dat de elementen (14) een basis van 7V, vormen,
voor elke p € Q. De elementen o, i € 7,,j € T,, vormen derhalve een frame
van de bundel 7"V over ().

FEen willekeurig element T € T'(2,7V) heeft nu een unieke ontbinding
van de vorm

T=Y T o @ Qo @'V e- @i,
irj
met componenten T;((ll));((g € C™(N).

De bovenstaande definities zijn in het bijzonder van toepassing met V =
TM, de raakbundel van M. De bundel 7)TM wordt de tensorbundel van
type (r,s) op M genoemd. Haar snedes worden tensorvelden, of kortweg
tensoren, van type (r,s) op M genoemd.

We besluiten deze paragraaf met een beschrijving van tensoren door mid-
del van componenten zoals dat in de fysica gebruikelijk is.

Is v = (2',...,2") : Q, — R"™ een lokale coordinatisering van M, dan
vormen de vectorvelden %, 1 <17 < n, een frame van de raakbundel T'M
gedefinieerd op €),. Voorts vormen de eenvormen dz*, 1 < ¢ < n, een frame

van de coraakbundel T*M, eveneens op (2,. Tenslotte geldt

dz'(p) (@) = 63,
V4

2S. Lang. Differential manifolds. Addisson-Wesley, 1972
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dus het frame (dz' | 1 <7 < n) is duaal ten aanzien van (8‘; 1 <7< n).

ledere tensor T' € T(7T M) heeft daarom op 2, een unieke expressie van de

vorm:

T = Z a;T;((ll));((Z; axai(l) QB % @ de’' @@ dait), (15)
irj
met coéfficiénten mT;((ll));g die tot C*°(£,) behoren. TIs y = (y',...,y") :
2, — R"™ een tweede lokale coordinatisering van M, dan heeft T op 2, een
componentvoorstelling met componenten yTl]ES)l(ks ()T). Hieronder bespreken we
het verband tussen de componenten van T ten aanzien van x en ten aanzien
van y op de doorsnede van de coordinaatomgevingen €, en Q,,. 7Zij {e; | 1 <
¢ < n} de standaardbasis van R" en zij {e¢' | 1 < ¢ < n} de duale basis
van (R™)*. Zij p in het vervolg een punt in de doorsnede van €, en €. Dan
is de afbeelding P := (Dx), : T,M — R"™ een lineair isomorfisme, dat de
basis (%)p overvoert in de standaardbasis ¢;. De afbeelding P, = P*~! voert
overeenkomstig de duale basis dz'(p) over in e'. De tensor T'(p) wordt door

P, overgevoerd in

5

T(p) =Y T ) e @ @ e @D @@ el
5]

7ij Q@ = (Dy),. Dan hebben we, analoog aan het bovenstaande, met ,7'(p) =
Q«(T(p)), dat

T0) =D /)iy (p) exy @ - @ esry @ D @@ 0.
k,l

Anderzijds is

JT(p) = ALT(p)], (16)
waarbij A = QoP~' = (Dy),e(Dx) ' : R” — R”. De componenten van A ten
aanzien van de standaardbasis van R” worden gegeven door

A = i) = QNP e) = (), () =50 ()

Op soortgelijke wijze ziet men dat de componenten van de inverse matrix
A~! gegeven worden door:
dz’

A7 = 50 (19)
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Combineren we (16), (17) en (18) met (13) dan vinden we de volgende trans-
formatieformule op Q, N, :

pi1)ei(r) _ Ay’ gyit) ax{(l) 817{(5) KO- ()

). (s) — k(1) Axk(r) Gyi () Dyi(s) 7 1)..d(s
Laat omgekeerd A een atlas van M zijn, en veronderstel dat voor elke x €
A een stel C°°-funkties mT;((ll));g € C™(9,) gegeven is, voor i € O, en
J € I, 7o dat voor alle z,y € A de transformatieformules (19) gelden op
de doorsnede van €, en §,. Dan is er een unieke T' € (7T M) 7o dat in
elke coordinatisering € A de formule (15) geldt. Dit is de manier waarop
tensoren in de fysica meestal beschreven worden.
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