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ALGEBRE. — Le K, des nombres duauz.

Note (*) de M. Witserp Vax per Karen, transmise par M. Henr1 Cartan.

On calcule le quotient du K [de Milnor, voir (%), p. 204-205] des nombres duaux
sur k parle K, de k, olt k est un anneau commutatif. On obtient, danslecasoli1/2 €k,
le module des dlﬁerenuelles de k sur Z.

Soit k un anneau commutatif avec unité. L’anneau k [T]/T* est appelé
Panneau des nombres duaux sur k. On pose ¢ = T[T

Il y a des homomorphismes de k-algébres u : k -k [eletv: kle] >k
tels que v (¢) = 0 et vu = identité.

Cela induit

K, () XK, (k) — K, (k[e]) et Ky (v): | Kg (k [£]) — Kv (k).

‘Done K, (k[]) ~ K, (k) @ ker (K. (v)), ot ker (K, (v)) désigne le noyau
de Ko (v). * ’ '

Nous nous proposons de déterminer ker (K (v)).

Soit L le k-module libre ayant comme générateurs les symboles Da (aek)
On définit

F(a) = D(l +a—Da.
Soit R le sous-module de L engendré par
D(ab)—aDb—bDa D(a+b)—Da—Db—F (ab) Fa+ b —Fa—TFbd.
Soit M = L/R. - o ‘
Tutoriéme. — ker (K, (v)) est isomorphe au groupe additif de M.
Avant de donner une esquisse de la démonstration du théoréme on

établit quelques relations dans M. Par abus de langage on désigne D a/R
par D a et F a/R par F a.

F(c‘za)=D(ac+c)——D‘(ac)——Dc=cD(_a+1)——cDa:cFa.

1) ' = F(?a)=cFa,
(2) = F@=—F@=F(—a,
G — F(2ad) =0.

La relation (3) montre le
COROLLAIRE. — So1t 1/2€k. Alors

Ker (Ko (0)) & M~ Q1.
[voir (), p. 102].
Exemples :

1. It = 2. Alors M ~ 22 Z.
2.k est un corps de cmactemshque 74 2. Alors M~ X/



(2)

3. k est un-corps de caractéristique 2. Soit {z; }ic, une p-base de k
[voir (%), p. 129]. Alors les éléments D x; et F (x, x,...2,) forment une
base de M (i, 1, ..., i, sont n éléments différents de 1; n > 1).

Cas spécial : Si k est parfait, M =~ Q. -

Démonstration du théoréme. — La démonstration consiste en deux parties.
Dans la premiére partie [jusqu’au numéro (20)] on prouve que ker (K, (v))
est un quotient de M. Dans la deuxiéme partie on prouve I’existence d’un
morphisme ker (K, (v)) = M. On peut utiliser la relation (3) pour négliger
tous les termes F () lorsque 1/2€k. Cela simplifie les vérifications.

Norarions. — ST (A) est le groupe de Steinberg .de ’anneau A. Les
générateurs sont désignés par z; (¢). On a donc les relations
4 iy (@) x; (b) = @ (a 4 )3
©) . (i (@), zjr (D)) = @ (ab) - (52 k)3
(6) (@i (@), xpy (D) =1 (J# P, 1779,

ou (‘xa y) = .bex—‘ y“i.
Si a €k est inversible, on pose

»hffv @ =2 () ! (—a™) Ty ,(a —Dzxp (1) i) (— 1)

On se rappelle :
hfj (a) Lpg (b) hi—; (a) = Zp, (d’ b),

ol
(7) r=0; — 8ig — 0jp + G5 d = symbole de Kronecker.

Nous considérons ST (k[e]). On défimit |

C fy(@ b= @y (@), 2 (b))

et o ;
Hy; (a, b) = (xy; (b), zj: (a ) @iy (ab®e)  (a, bEK). .;
Remarquons que fi; (a, b) et Hj; (a, b) by} (1' + abe) sont des éléments
de K, (k[e]). On déduit de (7) : ,
(8) Hy (@, ) @y (¢ + d ©) Hi} (6, B) =y (L + rab ) (¢ + d ),
r comme dans (7). |

On a

fi (@ b) = @i (@ ) T (b) Taa (&) Tja (— b) Tps (— &) Ty (— a ) T (-* b )
= (i (@ &) @ (D) Ty (— ae)) (@i (a ) Tui () Ty (— a€))
X (21 (a &) Tjr (— by &y (—a &) (@, (@) (—e) Ty (—ae)) Ty (" be v)
— e (ab ) e (B) @ () it (— @b 9) 2y (— ) o (— ) @ (— b 9).

De la méme fagon, on peut éliminer xy (b) et @y (— b); ete
On trouve o

® , | b = f1x (ab, 1).
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Done - , | | GRS
w0 ko= (@ B =13 @, D=, ab).

On déduit de (9) et (10) que fw (a, b) ne dépend pas dei etJ mais seulement
de ab. On peut donc définir : '

| | f(@ =fy(a 1)

Alots £y, (a, b) = f (ab). On a o

() f'(a)f(— B) =fy(a 1) Fn, — b=z (—b 9 fa Dy (bs) =1 + 1)
donc £ est additif et f (a) = f (— a).

De la méme facon on trouve des relations entre 1es H; +

(12) : H,, (b, @) Hy; (c, a)——f(a2 bc)Ht, (b+c a)

q[as. b Hl, (a, b+ ¢) = Hy (a, b)H,, (a 6);

(14) (Hl, (a, b), H,,(, (c d))=f (rabed), ou r est comme dans (D);
(15) . Hi@a) =Hu(a Hy(ha.

(16) R C Hy (@ DHu(e 1) =1.
On définit | e
Ny (@ b) = Hy (a, b) Hy (ab, —1).
Remarquons que Ny (a, b) € K, (k[2]), et |
,m)  Nu(e ab) = Ny (cb, @) Nuy (ca, b).
On a Ny (a, 1) = 1. Done |
C NEO=NiGd e Nu@b) =Ny b,
Donc Nj; (¢, a) ne dépend pas de j ou de . On p’eﬁt donc définir :
N (a, b) = Ny, (a, b). '
Alors N,, (a, b) = N (a, b). Et

(17;’) 7 N,(C, ab) =N (Cb, Cl) N (Ca, b); )

(18) N (a -+, ¢) =N (g, c) N (b, ¢);
(19) | N(a, b +¢)=N (a, b) N (a, ) f (a* be).

Lemme, — Les N (a, b) engendrent ker (Kg ().

Démonstration. — On peut prouver, par un réarrangement progressif
d’une expression en generateurs de ST (k[e]), que tout z&€ST (k[e]) est
égal, modulo les N (a, b), & (exactement) un élément y de la forme

y —-‘ ]/1 xl} (alj 5) H Hn N (bn, 1) II/ >i xl] (az] E) (ST (u) (Z))



(4)

ou les produits sont finis et les indices n sont - mis dans Pordre naturel
(z€ST (k). Pour un tel y on a

yeKo (k) <= yekK. @ (K. ().
Cela suffit. |

Il v a un homomorphisme de groupes abéliens :
o : M - ker (K. (v)) donné par ¢ (a D b) = N (a, b).
(20) Le lemme montre que ¢ est SUI‘]eCtlf ‘ ,
Maintenant nous cherchons un ¢ : ker (I\o (v)) = M.

Soit T = groupe additif des matrices finis de trace 0 sur #.
Soit G = T x M. Nous munissons G d’une structure de groupe :

(ti; my) (s m7) = (1.‘1 4 b my 4 m) 4+ F (Zicy )y ) + (‘51)11 (i )ZZ))~
Soit @ (a) €ST (k). On définit 7 (wy; (a)) € Aut (G) par

Jé (xl/ (a)) (t In) (Xl/ (a) i }&11 ("“ a) m + tﬂ D a .
+ F (a ity + Zrey () (tM i Lo Lu))))s

ou ((1,))) =[n€N|i<n<jouj<n<ij

X, (a) = image de z; (a) dans SL (k) = lim SL (n, k).

Comme les 7 (i (a)) satisfont aux relations analogues a (4), (5), (6), on
peut définir un homomorphisme Y ST (k) - Aut (G).

Soit 8 = G.ST (k) le produit semi-direct de ST (k) et G selon ’action y.
On définit ¢ : ST (k[c]) = S par -

b (@ (a + b g)) = (bez;‘; 0).%; (a),

ot (bei;; 0) €G, be;; €T, e;;= matrice dont le coefficient a la place (i, ]) est 1
et les autres coefficients sont 0.

La restriction de ¢ a ker (K, (v)) est I'inverse de o.

' C. Q. F. D.

Remarquons que ¢ : ST (k[e]) = S.

(*) Séance du 22 novembre 1971,

" () M. DemazurRe et P. GABRIEL;, Groupes algébriques, 1, Masson- North Holland
Paris-Amsterdam, 1970.

(®) R. G. Swan, Algebraic K-Theory (Lecture Notes of Mathematics, n° 76, 1968)
(» 0. Zarisg1 et P. SAmMUEL, Commutative Algebra, I, Van Nostrand, 1958."
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